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Доказывается эквивалентность обобщённого модуля гладкости, определяемого при помощи оператора обобщённого 
сдвига типа Якоби и К-функционала Петре.  
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The equivalence of the generalized modulus of smoothness defined by the generalized shift operator of Jacobi  type  and  the  
K-functional of Petre is proved.  
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Введение 
Для 2π-периодических функций хорошо из-

вестны прямая и обратная теоремы теории при-
ближений о связи между модулями гладкости и 
их наилучшими приближениями тригонометри-
ческими полиномами. При рассмотрении непе-
риодических функций уже не удаётся получить 
такие же связи между модулями гладкости 
функции и её наилучшими приближениями ал-
гебраическими многочленами. Однако, если 
обычный модуль гладкости заменить некоторым 
обобщённым модулем гладкости, то остаются 
справедливыми прямая и обратная теоремы тео-
рии приближений. Некоторые из таких обоб-
щённых модулей были предложены М.К. Пота-
повым. В настоящей работе рассматривается 
один из таких обобщённых модулей гладкости и 
доказывается его эквивалентность К-функцио-
налу. С помощью этой эквивалентности, следуя 
методу К-функционала, введённому Я. Петре, 
легко доказываются прямая и обратная теоремы 
теории приближений.  
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где I – тождественный оператор, 1
, , , ,x xD D     и 

для k = 2, 3,… 1 1
, , , , , ,( ).k k

x x xD D D 
       

Через , ,( , )r
pAD     обозначим множество 

таких функций g, что g имеет абсолютно непре-
рывную на каждом [a, b]  (1, 1) 2r  1 произ-
водную и , , , ,

l
x pD g L     для l = 0, 1, 2, …, r. 
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Для , ,pf L    введём К-функционал Петре 

по формуле: 
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2 Вспомогательные утверждения 
Лемма 2.1. Пусть даны числа , ,p    такие, 

что 1 ,p    
1

.
2

      Пусть числа  и  

выбраны по правилу:  

0       и 
1

2
      при 1,p    

0       и 
1 1 1

2 2 2p p
        при 

1 ,p    

0       и 
1

0
2

      при p =. 
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ная постоянная С3 не зависит от f и t. 
Лемма 2.1 доказана в [2]. 
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где положительная постоянная 4C  не зависит 

от g и .  
Лемма 2.2 доказана в [3]. 
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Лемма 2.3 доказана в [3]. 
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Лемма 2.4 доказана в [3, c. 26]. 
Лемма 2.5. Пусть даны числа ,   такие, 

что, 
1

.
2

      Если 1, , ,f L    то для любых 

k   и 0
2

h


   справедливо равенство: 

, ,

1
( , , , ) ( , , , ).

( ( ))
k k k
x h hk

D L f x f x
h       


 

Лемма 2.5 доказана в [3, c. 50]. 
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Лемма 2.6 доказана в [3, c. 32]. 
 
3 Основной результат  
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где положительные постоянные С1 и С2 не зави-
сят от f и .  
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Лемму 2.2 имеем для , ,( , )r

pg AD      

, ,

, , , ,

( , , , )

( , , , ) ( , )

r p

r p p

f

f g g

 

   

    

        


 

2
5 6, , , ,

( ) ,r r
xp p

C f g C D g x
   

     

где 5C  и 6C  не зависят от f, g и .  
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Итак, для любого [0, ]   
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Заключение 
В статье рассмотрена эквивалентная струк-

турная характеристика функций , для которых 
можно подобрать более простые функции nP  

(алгебраические многочлены степени не выше 
чем n-1), близкие в некотором смысле к исход-
ным [1]. Ранее этот результат был получен для 
обобщённого модуля гладкости, определяемого 
при помощи оператора обобщённого сдвига типа 
Чебышева [4]. 
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