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Аннотация. Предложены и исследуются аналитические выражения в замкнутой форме для векторных световых  
пучков Бесселя – Гаусса с неоднородной поляризацией (ТМ-моды). При ограничениях 0 0Q   на свободный параметр 

0Q  такие пучки Бесселя – Гаусса переносят конечную мощность. Вычислены и графически исследуются картины  
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 Введение 
 Бесселевы пучки [1] обладают уникальными 
свойствами. В частности, они проявляют безди-
фракционность. К сожалению, бездифракцион-
ность связана с бесконечной энергией, поэтому 
бесселевы пучки, строго говоря, эксперимен-
тально не реализуемы. Поэтому были предложе-
ны бессель-гауссовы пучки, у которых наличие 
гауссовой образующей приводит к конечной пе-
реносимой мощности (cм., например, [2]). 
  Обычно, для описания световых пучков 
используется скалярное приближение. Однако 
такой формализм пригоден, как правило, только 
для линейно поляризованных световых полей. 
Векторные бессель-гауссовы пучки, описывают 
световые пучки с произвольной поляризацией. 
Поэтому, по сравнению со скалярными, исследо-
вались значительно меньше [3]–[8]. 
  В работах [5]–[6] нами было начато изуче-
ние векторных пучков Бесселя – Гаусса. В рабо-
тах [7]–[8] были получены явные выражения для 
поляризационных характеристик векторных 

пучков Бесселя – Гаусса с однородной поляриза-
цией и для ТМ мод с неоднородной поляризацией. 
 В настоящей работе будут более детально 
исследоваться поляризационные и энергетиче-
ские свойства векторных бессель-гауссовых ТМ 
световых пучков, имеющих неоднородную поля-
ризацию по своему поперечному сечению. 
 

1 Векторные бессель-гауссовы световые 
пучки 

Для скалярного параболического уравнения

          2 ( , , ) 0zi f z                     (1.1)

 в цилиндрической системе координат известно 
решение 
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описывающее параксиальные пучки Бесселя. К 
сожалению, такие пучки переносят бесконечную 
мощность и физически не реализуемы. Поэтому 
обычно ищут решение уравнения (1.1) в форме 
некоторой функции, содержащей гауссиан 
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где 0q z i q   – комплексный параметр пучка, и 

получают скалярные пучки Бесселя – Гаусса. 
Однако проще всего применить преобразование 
Аппеля [9] 
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которое даёт новое гауссовоподобное решение из 
известного ( , , ).z    Коэффициент q  должен 

быть безразмерным. Можно взять 0/ ,i z   где 

рэлеевская длина 2
0 0 / 2.z kx  Тогда получаем из 

( , , )f z   решение [7], [8]  
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описывающее скалярные пучки Бесселя – Гаусса 
конечной мощности при 0 0.q   Здесь  
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– согласующий множитель между функциями 
Бесселя и Гаусса.

 Для нахождения выражений, описывающих 
векторные пучки Бесселя-Гаусса, также приме-
няют различные подходы. Проще всего сначала 
найти векторную амплитуду E  в поперечной 

плоскости, перпендикулярной оси OZ распро-
странения пучка. Поперечную векторную ампли-
туду пучка Бесселя – Гаусса с неоднородной по 
сечению поляризацией (ТМ-моды) можно взять в 
виде / .k   E  Тогда, после некоторых пре-

образований, получаем векторные решения 
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k  и k  – продольные и поперечные волновые 

числа соответственно. Последние выражения 
соответствуют формулам (17)–(19) в [6] для ТЕ 
мод. 
 Целесообразно далее представить вектор-
ные решения для ТМ пучков Бесселя – Гаусса, 
представленные выше, в безразмерной форме. 
Для этого введем 0x  и 2

0 0 / 2z kx  – характерные 

размеры пучка в направлениях вдоль осей 0Х и 
0Y соответственно. Тогда 0 0/ , /R x Z z z    – 

безразмерные координаты, ( / )arctg Y X  . 

0Q Z iQ   – безразмерный комплексный пара-

метр пучка. Волновые безразмерные параметры: 

0 ;K kx  0 .K k x   41 / 10K     – безраз-

мерный параметр параксиальности пучка. Аргу-

мент функций Бесселя .
i K R

u
Q


  

 В разложении векторной амплитуды E  ис-
следуемых ТМ-мод по ортам цилиндрической 
системы координат R R Z ZE E E   E e e e  со-

ответствующие проекции равны: 
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Таким образом, векторные параксиальные ТM 
пучки Бесселя – Гаусса зависят от безразмерных 
переменных ( , , )R Z  и четырех безразмерных 

параметров ( , , , ).K K m Q  

 Чтобы векторные ТМ-моды Бесселя – Гаус-
са переносили конечную мощность, необходимо, 
чтобы для векторной амплитуды Ε  выполнялись 

условия её квадратичной интегрируемости (КИ). 
Несложно видеть, что условия КИ для ТМ-мод 
следующие 0 0Q  . Будем традиционно полагать 

также индекс m неотрицательным целым. 
 

2 Поляризационные характеристики ТМ 
пучков Бесселя – Гаусса 
 Неоднородная поляризация и поперечные 
потоки энергии для гауссовых ТМ мод обсужда-
лись нами в [10], а циркулярных ТМ пучков 
Куммера – в [11]. 
 Теперь обсудим поляризацию векторных 
ТМ пучков Бесселя – Гаусса. Для вычисления 
характеристик поляризации таких пучков введем 
параметр / tg( ' "),с R с сE E i       тогда ази-

мут главной оси эллипса поляризации световой 
волны относительно оси ОХ равен  

' Re( ( )),с сarctg     

а ее эллиптичность   выражается как  

th th(Im(arctg( ))).с с      

 Так как параметр поляризации с  не зави-

сит от азимута ,  то поляризационные характе-

ристики ТМ пучков Бесселя – Гаусса зависят 
только от радиальных расстояний R. Как видно 
из рисунков 2.1 и 2.2, главные оси эллипсов по-
ляризации могут быть ориентированы только 
вдоль радиальных и азимутальных направлений. 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Поляризационные свойства и поперечные потоки энергии векторных бессель-гауссовых ТМ световых пучков 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (55), 2023 17

 

 
 

Рисунок 2.1 – Эллипсы поляризации векторных ТМ-мод Бесселя –  Гаусса.  
Параметры пучка:  0 01; 8; 1; 1; 0.Q K m Q Z       

 

      
                                                a)                                                                                    б)       
 

Рисунок 2.2 – Характеристики эллипсов поляризации векторных ТМ-мод: 
а) азимут эллипса поляризации, б) эллиптичность волны.  

Параметры пучка: 0 01; 8; 1; 1; 0.Q K m Q Z       
 

Поляризация пучков является в общем случае 
неоднородной эллиптической. На оси пучка по-
ляризация – строго циркулярная (рисунки 2.1 и 
2.2). Затем при возрастании R эллиптичность у 
эллипсов поляризации быстро уменьшается до 
нуля и направления вращения у эллипсов поля-
ризации изменяются на противоположные (при 
переходе через линейную азимутальную поляри-
зацию). Потом снова поляризация постепенно 
становится круговой, После этого главные оси 
эллипсов поляризации поворачиваются на 900. 
При дальнейшем возрастании расстояния R от 
оси пучка эллиптическая поляризация снова по-
степенно стремится к линейной радиальной (ри-
сунки 2.1 и 2.2). Иначе говоря, при возрастании 
расстояния R от оси пучка неоднородная поляри-
зация ТМ пучков Куммера претерпевает сле-
дующие трансформации: поляризация круговая – 
линейная азимутальная – круговая с противопо-
ложным направлением вращения – линейная 
радиальная – круговая и т. д. Главные оси эллип-
сов поляризации ориентируются вдоль радиаль-
ных и азимутальных направлений. 

 Таким образом, при 0R   поляризация 
стремится к циркулярной, при R   поляриза-
ция стремится к линейной радиальной. При 

0m   везде имеем строго линейную радиальную 
поляризацию.  
 

3 Продольные и поперечные потоки 
энергии ТМ пучков Бесселя – Гаусса 
 Усредненные по времени плотности энер-
гии w  и продольного zS  потоков энергии свето-

вого поля для векторных ТМ пучков Бесселя – 
Гаусса можно представить как  

 22
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Плотность поперечного потока энергии можно 
записать в виде [9] 

 * *Re .
8 z z

c
E H

n        


S E H  

Для ТМ-мод 0zH   и поэтому 
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 Целесообразно далее, следуя формализму 
[12]–[14], в выражении для o s  S S S  выде-

лить явно плотность орбитального oS  и спино-

вого sS  потоков энергии. Для параксиальных 

векторных полей получаем 
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Так как зависимость векторной амплитуды E  от 
азимута   мы взяли простейшей экспоненци-

альной, то  

 Im ( ) ,
8s R R

c
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S e  

т. е. спиновые sS  потоки энергии ТМ мод на-

правлены строго азимутально. При этом орби-
тальные потоки энергии 
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При удалении от оси пучка OZ орбитальные по-
токи энергии стремятся к радиальным направле-
ниям. При 0m   – строго .o RS e  

Проводилось аналитическое и графическое 
исследование поперечных S  потоков энергии 

векторных ТМ пучков Бесселя – Гаусса. На всех 
рисунках масштаб интенсивности условный. Мы 
рассматриваем азимутальную зависимость 

exp( )E im  . Поэтому плотности энергии w , 

плотности поперечного потока энергии S  не 

зависят от азимута .  В итоге, для исследования 

интенсивности и потоков энергии ТМ пучков 
Бесселя – Гаусса можно ограничиться продоль-
ным сечением пучка. Поэтому гауссовоподобные 
картины интенсивности в поперечном сечении 

 

           
                             a)                                                           б)                                                         в) 
 

Рисунок 3.1 – Интенсивность и поперечные потоки энергии векторных пучков Бесселя – Гаусса 
(ТМ-моды) с зависимостью 2 exp( ( )) :f i m   а) интенсивность в продольном сечении XOZ; 

б) 2D интенсивность в поперечном сечении XОY; в) линии поперечного потока.  
Используемые параметры: 0 12; 5.9;Q K    016; 0; 12; 0,05.К m Q Z      

 

           
                             a)                                                           б)                                                         в) 
 

Рисунок 3.2 – Интенсивность и поперечные потоки энергии векторных пучков Бесселя – Гаусса 
(ТМ-моды) с зависимостью 2 exp( ( )) :f i m   а) интенсивность в продольном сечении XOZ;  

б) 2D интенсивность в поперечном сечении XОY; в) линии поперечного потока. 
Используемые параметры: 0 12; 5.9;Q K    025; 1; 8; 0,0115.К m Q Z      
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пучков представляют собой концентрические 
кольца. Обычно видны наиболее яркие цен-
тральный пик и/или одно или несколько колец 
(рисунки 3.1 и 3.2).  

Поперечные потоки энергии значительно 
меньше продольных, однако вносят качествен-
ный вклад в общую динамику потоков энергии.  
 Направления потоков энергии зависят толь-
ко от R и не зависят от азимута .  Проанализи-

руем характерные особенности поперечных по-
токов энергии векторных параксиальных пучков 
Бесселя – Гаусса (ТМ-моды) от свободных пара-
метров 0 , , ,Q m K K  и расстояния Z вдоль оси 

пучка. Эти зависимости являются достаточно 
сложными. 
 При 0m   имеем строго радиальные потоки 
и несколько колец интенсивности. Вблизи оси 
пучка поперечные потоки энергии направлены 
азимутально, т. е. . S e  На радиальные пото-

ки энергии накладываются периодические, по-
степенно убывающие азимутальные осцилляции.  
 С увеличением параметров K  и 0Q  или 

расстояния Z спирали поперечных потоков энер-
гии постепенно раскручиваются, число видимых 
колец интенсивности возрастает. При убывании 
параметра 0Q  aзимутальные потоки энергии 

постепенно превращаются в радиальные. 
Если рассматривать трехмерные потоки 

энергии, то вблизи оси пучка линии полных по-
токов энергии закручены спирально вокруг оси 
пучка. С возрастанием R спирали постепенно 
раскручиваются. Для пучков с азимутальной за-
висимостью пучка в форме 2 cos( )f m   карти-

ны интенсивности и потоков энергии модулиру-
ются функцией 2 cos( )f m   являются более 

сложными и здесь не анализируются. 
 

Заключение 
 В данной работе выведены выражения, опи-
сывающие новые типы пучков – векторные пара-
ксиальные световые ТМ пучки Бесселя – Гаусса, 
переносящие конечную мощность. Они характе-
ризуются следующими свободными параметра-
ми: двумя вещественными – (K, m) и двумя ком-
плексными параметрами  0 , .Q K  Представлены 

явные выражения для поляризации и плотностей 
полного ,S  орбитального oS  и спинового sS  

потоков энергии. 
Выполнено графическое моделирование их 

поперечных потоков энергии и интенсивности. 
Проведен соответствующий анализ. Установлено, 
что выбор различных свободных параметров пуч-
ка приводит к качественно различным физиче-
ским картинам интенсивности и потоков энергии. 
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