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Аннотация. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу;   – множество 
всех простых чисел и   – некоторый класс групп, замкнутый относительно расширений, гомоморфных образов и под-

групп. В данной работе 0{ } { }i i I     ∣  – некоторое разбиение множества ,  т. е. 0 i
i I

     и i j    

для всех индексов i j  из {0} ,I  для которого   является классом 0 -групп с 0( ) .     Группа G называется: 

 -примарной, если G является либо  -группой, либо i -группой для некоторого 0;i    -нильпотентной, если G – 

прямое произведение некоторых  -примарных групп. В данной работе мы даем характеризации конечных  

 -нильпотентных групп. 
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Введение 
На протяжении всей статьи все группы ко-

нечны и G всегда обозначает конечную группу. 
Более того,   – множество всех простых чисел и 
  – некоторый класс групп, замкнутый относи-
тельно расширений, гомоморфных образов и 
подгрупп.  

В дальнейшем, 0{ } { }i i I     ∣  – не-

которое разбиение множества ,  т. е. 

0 i
i I

     

и  

i j     
для всех индексов i j  из {0} ,I   для которого 

  – некоторый класс 0 -групп с 0( ) .     В 

случае, когда   – класс всех 0 -групп, мы пи-

шем   вместо   и мы будем в этом случае 

убирать символ   во всех последующих опреде-
лениях и обозначениях. 

 -Свойством группы [1]–[3] называют лю-
бое ее свойство, зависящее от выбора разбиения 
  множества   и которое не предполагает ка-
ких либо ограничений на .  
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Напомним некоторые базисные понятия 
теории  -свойств группы, восходящие к рабо-
там [1]–[9].  

Группа G называется  -примарной при 

условии, что G является либо  -группой, либо 

i -группой для некоторого ,i   где 0.i    

Пусть /H K  – главный фактор группы G. 
Тогда мы говорим, что /H K  является  -цент-

ральным (в G), если полупрямое произведение 
( / ) ( / ( / ))GH K G C H K   -примарно.  

Мы говорим, что группа G:  -разрешима, 

если каждый главный фактор группы G является 

 -примарным;  -нильпотентна, если G – 

прямое произведение некоторых  -примарных 

групп. 
Ясно, что всякая  -нильпотентная группа 

является  -разрешимой. 

Пусть теперь   – полное холлово  -мно-
жество группы G. Тогда мы говорим, что   яв-
ляется полным холловым  -множеством груп-

пы G, если элемент множества ,  являющийся 

0 -группой, принадлежит классу .  

Определение 0.1. Мы говорим, следуя [4], 
что подгруппа A группы G является  -субнор-

мальной в G, если в G существует цепь подгрупп 

0 1 tA A A A G      такая, что либо 1iA   

нормальна в ,iA  либо секция 1/ ( )
ii i AA A    -при-

марна для всех 1, , .i t   

Мы говорим, что G F -совершенна, если 

G G F  и ( )iO G G   для всех 0.i   

В данной работе мы докажем следующие 
две новые теоремы  -свойствах группы, первая 
их которых лежит в основе доказательства вто-
рой из них.  

Теорема 0.2. Пусть A, K и N – подгруппы 
группы G. Предположим, что A  -субнормаль-

на в G, а N нормальна в G. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

(1) A K  является  -субнормальным в К. 

(2) Если K является  -субнормальной под-

группой группы A, то K является  -субнор-

мальной в G. 
(3) Если N K  и /K N   -субнормальна в 

/ ,G N  то K  -субнормальна в G. 

(4) Если ,K E G   где K является  -суб-

нормальным в E, то /KN N   -субнормальна в 

/ .NE N  
(5) Если K A  и A  -примарна, то K 

 -субнормальна в G. 

(6) Если A  -совершенна, то A субнор-

мальна в G. 
Отметим, что теорема 0.2 обобщает многие 

известные свойства субнормальных подгрупп 
(см. главу A книги [10]). 

(7) Если A является холловой i -подгруппой 

в G для некоторого i, то A нормальна в G. 
Теорема 0.3. Любые два из следующих усло-

вий эквивалентны:  
(i) G  -нильпотентна. 

(ii) Каждый главный фактор G является 

 -центральным в G. 

(iii) G имеет полное холловское  -мно-

жество   такое, что каждый член   являет-
ся  -субнормальной подгруппой в G. 

(iv) Каждая подгруппа группы G  -суб-

нормальна в G. 
(v) Каждая максимальная подгруппа группы 

G  -субнормальна в G. 

Отметим, что следствиями теоремы 0.3 яв-
ляются некоторые известные результаты о ко-
нечных нильпотентных группах. 
 

1 Доказательство теоремы 0.2 
Доказательство теоремы 0.2. Предполо-

жим, что это утверждение неверно, и пусть G – 
контрпример минимального порядка. По усло-
вию существует цепь подгрупп  

0 1 rA A A A G      

такая, что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 

1/ ( )
ii i AA A    -примарна для всех 1, , .i r   

Пусть 1.rM A   Без ограничения общности 

можно считать, что .M G  
(1) Рассмотрим цепь подгрупп  

0 0 1 .rK K A K A K A K         

Если 1iA   нормальна в ,iA  то, очевидно, 1iK A   

нормальна в .iK A  Предположим, что 

1/ ( )
ii i AA A   является  -группой. Тогда 

1 1 1( )( ) / ( ) / ( )
i i ii i A i A i i AA K A A A K A K      

 –  -группа, где 1( )
ii AA K   нормальна в 

,iA K  поэтому 1 1( ) ( ) .
i ii A i K AA K K A      

Следовательно, 1( ) / ( )
ii i K AK A K A     является 

 -группой. Наконец, если 1/ ( )
ii i AA A   является 

j -группой для некоторого 0,j   то аналогично 

получаем, что 1( ) / ( )
ii i K AK A K A     является 

j -группой. Следовательно, A K   -субнор-

мальна в K. 
(2) Это утверждение очевидно. 
(3) Пусть  

0 1/ / / / /nK N K N K N K N G N      
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– цепь подгрупп такая, что либо 1 /iK N  нор-

мальна в / ,iK N  либо 1 /( / ) / ( / )
ii i K NK N K N  

является  -примарной группой для всех 

1, , .i n   Предположим, что 1iK   не является 

нормальной в .iK  Тогда 1 /iK N  не является 

нормальной в / ,iK N  поэтому  

1 /

1 1

( / ) / ( / )

( / ) / (( ) / ) / ( )
i

i i

i i K N

i i K i i K

K N K N

K N K N K K



 



 
 

является  -примарной группой. Следователь-

но, K  -субнормальна в G. 

(4) По условию существует цепь подгрупп  

0 1 nK K K K E      
такая, что либо 1iK   нормальна в ,iK  либо 

1/ ( )
ii i KK K   является  -примарной группой для 

всех 1, , .i n   
Теперь рассмотрим цепь  

0

1

/ /

/ / / .n

KN N K N N

K N N K N N EN N

 
   

 

Предположим, что 1 /iK N N  не является нор-

мальной в / .iK N N  Тогда 1iL K   не является 

нормальной в iT K  и поэтому / TT L  является 

 -примарна. Тогда  

( / ) / ( ( ) / )

( / ) / (( ) / )
T T T

T T T

T L L T N L

T L T NL L

 
  

 

/ ( ) / ( / ) / ( / )T T TT T NL TN L N TN N L N N    

является  -примарной группой. Но  

// ( / ) .T TN NL N N LN N  
Следовательно, /( / ) / ( / )TN NTN N LN N   -при-

марна. Следовательно, подгруппа /KN N  явля-
ется  -субнормальной в / .NE N  

(5) Поскольку A  -примарна, то каждая 

подгруппа группы A является  -субнормальной 

в A. Таким образом, это утверждение является 
следствием утверждения (2). 

(6) Сначала покажем, что .GA M  В самом 

деле, если M нормальна в G, то это очевидно. 
Теперь предположим, что / GG M  является  

 -группой. Тогда из изоморфизма  
/ /G G GAM M A A M  

получаем, что ,GA A A M    поэтому .GA M  

Наконец, если / GG M  является j -группой для 

некоторых 0j   и ,j   то аналогичным обра-

зом получаем, что ( ) ,j

GA O A A M    поэто-

му .GA M  

Выбор G означает, что A субнормальна в M, 
поэтому A субнормальна в GM  в силу утвержде-

ния (1). Поэтому A субнормальна в G. 

(7) Поскольку всякая  -субнормальная 

подгруппа является  -субнормальной в G, где 

0{ } { },i i I     ∣  то это утверждение являет-

ся следствием леммы 2.6 (10) работы [5].             

Лемма 1.1. Если группа G  -разрешима, 

то G имеет полное холлово  -множество. 

Доказательство. Предположим, что эта 
лемма неверна и пусть G – контрпример мини-
мального порядка. Понятно, что G  -разреши-
ма, где  

0{ } { },i i I     ∣  

и поэтому G имеет полное холловское  -
множество 0 1{ , , , }tH H H   ввиду теоремы B 

работы [11]. Не теряя общности, мы можем 
предполагать, что iH  – i -группа для всех 

0,1, , .i t   Таким образом, нам необходимо 

лишь доказать, что 0 .H   

Пусть R – минимальная нормальная под-
группа в G и R является k -группой. По теореме 

0.2 (4) условие выполнено для / ,G R  поэтому  

0 0 0/ / ( )H R R H H R   

и 0 1H R   ввиду выбора группы G. Ho глав-

ный фактор /1R  группы G является  -при-

марным, поскольку G  -разрешима. Значит, 

0,R H R   и поэтому 0 ,H   так как класс 

  наследственен и замкнут относительно рас-
ширений.                                                                   
 

2 Доказательство теоремы 0.3 
Доказательство теоремы 0.3. Так как им-

пликации (i)   (iii) и (iv)   (v) очевидны, то 
достаточно доказать импликации (i)   (ii),  
(ii)   (v), (iii)   (i), (i)   (iv) и (v)   (i). 

(i)   (ii) Для группы G имеет место разло-
жение 0 1 ,tG H H H     где iH  –  -при-

марная группа для всех i.  
Пусть /H K  – произвольный главный фактор 

группы G, лежащий ниже подгруппы .iH  Тогда 

0 1 1 1 ( / )i i t GH H H H H C H K          

и поэтому / ( / )GG C H K  является фактор груп-

пой группы .iH  Таким образом, группа 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  является  -примар-

ной. Теперь, применяя теорему 3.2 из [10, гл. A], 
мы получаем, что каждый главный фактор груп-
пы G является  -центральным в G. 

(ii)   (v) Пусть M – максимальная под-
группа в G. Предположим, что 1.GM   Ясно, что 

условие (ii) верно для / ,GG M  поэтому / GM M  

 -субнормальна в / GG M  по индукции. Следо-

вательно, M  -субнормальна в G по теореме 

0.2 (3). 
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Теперь предположим, что 1.GM   Тогда, 

согласно [10, A, 15.2], либо G имеет единственную 
минимальную нормальную подгруппу R, либо G 
имеет ровно две минимальные нормальные под-
группы R и N и выполняются следующие усло-
вия: R и N – изоморфные неабелевы группы, 

1R M N M     и ( ) .GC R N  Пусть ( ).GC C R  

Предположим, что R – абелева группа. То-
гда, ввиду [10, A, 15.2], C R  и поэтому в этом 
случае группа  

/ ( / ( ))G GG G M R G C R    

 -примарна. Следовательно, для некоторых 

,i   G является i -группой и, кроме того, в 

случае 0i   мы имеем .G  Но тогда M  

 -субнормальна в G. Аналогично получаем, 

что M  -субнормальна в G и в случае, когда 

1.C   Наконец, если ,C N  то 

/ /G N M G R   
 -примарна. Отсюда следует, что M  -суб-

нормальна в G. 
(iii)   (i) Это следует из теоремы 0.2 (7), 

поскольку каждый член множества    -суб-

нормален G по условию. 
(i)   (iv) Это следует из импликаций  

(i)   (ii), (ii)   (v) и того очевидного факта, 
что каждая подгруппа  -нильпотентной груп-

пы  -нильпотентна. 
(v)   (i) Предположим, что это неверно, и 

пусть G – контрпример минимального порядка. 
Прежде всего заметим, что G  -разре-

шима. Действительно, для любой максимальной 
подгруппы M группы G группа / GG M  является 

 -примарной, а значит, / GG M   -разрешима. 

Но тогда / ( )G G  является подпрямым произ-

ведением некоторых  -разрешимых групп, от-

куда следует, что / ( )G G   -разрешима. Сле-

довательно, G –  -разрешимая группа, и по-

этому G –  -разрешимая группа. 
Ввиду леммы 1.1, G имеет полное холлов-

ское  -множество 0 1{ , , , }.tH H H   Не те-

ряя общности, мы можем предполагать, что iH  – 

i -группа для всех 0,1, , .i t   

Пусть iH H  и R – минимальная нормаль-

ная подгруппа группы G. Покажем, что H нор-
мальна в G. Предположим, что это неверно. То-
гда 1.H   По теореме 0.2(4) условие выполнено 
для / ,G R  поэтому /HR R  нормальна в /G R  в 
силу выбора G. Значит, можно считать, что 

,R H  поэтому 1,R H   так как G  -раз-

решима. Если G имеет минимальную нормаль-
ную подгруппу ,N R  то, как и выше, получа-
ем, что HN нормальна в G, а значит, 

( ) ( )RH NH H R NH H R N H       
нормальна в G. Следовательно, R является един-
ственной минимальной нормальной подгруппой 
группы G. Более того, имеем ( ),R G  так как 

группа /HR R H   -нильпотентна и HR нор-

мальна в G. Пусть M – максимальная подгруппа 
в G такая, что .G RM  Тогда 1.GM   Но M  

 -субнормальна в G по условию и поэтому 

/ GG G M   -примарна, откуда следует, что 

H G  поскольку 1.H   Это противоречие по-
казывает, что (v)   (i).                                          
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