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Ненулевые алгебры голономии тривиальных связностей на однородных 
пространствах с неразрешимыми группами преобразований 

 

Н.П. МОЖЕЙ 
 

Целью данной работы является классификация трехмерных однородных пространств, допускаю-
щих только тривиальную аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии, описание их тен-
зоров кривизны и алгебр голономии. Рассмотрены пространства, на которых действует неразре-
шимая группа преобразований. В работе определены основные понятия: изотропно-точная пара, 
аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, алгебра голономии. Приведено явное ло-
кальное описание трехмерных однородных пространств указанного вида. 
Ключевые слова: алгебра голономии, однородное пространство, группа преобразований, аффин-
ная связность, тензор кривизны. 
 

The goal of this paper is to classify three-dimensional homogeneous spaces that admit only trivial affine con-

nections with nonzero holonomy algebra, a description of their curvature tensors and holonomy algebras. The 

spaces on which the unsolvable Lie group of transformations acts are considered. The basic notions, such as an 

isotropically-faithful pair, an affine connection, curvature and torsion tensors, a holonomy algebras are defined. 

An explicit local description of three-dimensional homogeneous spaces of the specified type is given. 

Keywords: holonomy algebra, homogeneous space, transformation group, affine connection, curvature tensor. 

 

Введение. Связность на многообразии определяет (через параллельный перенос) поня-

тие голономии. В качестве примеров можно привести голономию связности Леви-Чивита в 

римановой геометрии (называемую «римановой голономией»), голономию связностей в век-

торных расслоениях, голономию связностей Картана и др. В каждом из перечисленных слу-

чаев голономия связности может быть описана через группу Ли – группу голономии. Иссле-

дование голономии было начато еще Э. Картаном для изучения и классификации симметри-

ческих пространств, позже группы голономии использовались, чтобы изучить риманову гео-
метрию в целом. Исследования структуры кривизны многообразий с совершенной группой 

голономии (т. е. вся алгебра голономии порождается только операторами кривизны) прово-

дились, например, в работах [1]–[3]. Связь группы голономии лоренцевых пространств с ре-

куррентными тензорными полями рассматривается в [4] и [5], применение групп голономии 

в супергравитации описывается в [6], а также в [7]. С описанием связностей ненулевой кри-

визны на трехмерных нередуктивных пространствах можно ознакомиться в [8], целью же 

данной статьи является нахождение алгебр голономии тривиальных аффинных связностей на 

трехмерных однородных пространствах и определение условий, при которых алгебра голо-

номии является ненулевой. В работе рассматриваются пространства, на которых действует 

неразрешимая группа преобразований. 

Основные определения. Пусть M  – дифференцируемое многообразие, на котором 

транзитивно действует группа G , = xG G  – стабилизатор произвольной точки x M . Необ-

ходимое условие существования аффинной связности – представление изотропии для G  

должно быть точным, если G  эффективна на /G G  [9]. Пусть g  – алгебра Ли группы Ли G , 

а g  – подалгебра, соответствующая подгруппе G . Пара ( gg, ) называется изотропно-

точной, если точно изотропное представление подалгебры g . Там, где это не будет вызывать 

разночтения, будем отождествлять подпространство, дополнительное к g  в g , и факторпро-

странство ggm /= . Аффинной связностью на паре ( gg, ) называется такое отображение 

),(: mglg  что его ограничение на g  есть изотропное представление подалгебры, а все 

отображение является g -инвариантным. Тензор кручения )(
1

2 mInvTT  и тензор кривизны 

)(
1

3 mInvTR  для всех gyx,  имеют вид: 
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),()(),(=),(,,)()(=),( yxyxyxRyxxyyxyxT mmmmmmm . 
 

Одной из важнейших характеристик связности является группа голономии. Перефор-

мулируем теорему Вана [10] об алгебре группы голономии инвариантной связности: алгебра 

Ли *h  группы голономии инвариантной связности )(3,: glg  на паре ( gg, ) – это подал-

гебра алгебры Ли )(3,gl  вида ,]]),([),([]),([ VVV ggg  где V  – подпространство, 

порожденное множеством }.,|]),([)](),({[ gyxyxyx  

Основная часть. Будем описывать пару ( gg, ) при помощи таблицы умножения алгеб-

ры Ли g  с базисом },...,{ 1 nee  ( dim=n g ), причем },...,{ 31 nee  – базис g , а 

},,{ 31221 nnn eueueu  – базис m . Для нумерации подалгебр используем запись ,.nd  а для 

нумерации пар – запись ,.. mnd  здесь d  – размерность подалгебры, n  – номер подалгебры в 

)(3,gl , а m  – номер пары ( gg, ). В дальнейшем, если на параметры, появляющиеся в про-

цессе классификации, накладываются дополнительные условия, то они записываются после 

таблицы умножения, в противном случае предполагается, что параметры пробегают все R . 

Будем выписывать аффинную связность через образы базисных векторов )( 1u , )( 2u , 

)( 3u , а тензор кривизны R  – через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ).R u u  Все указанные далее связно-

сти оказываются связностями без кручения. 

Пусть группа, действующая на однородном пространстве, не является разрешимой. 

Непосредственными вычислениями получаем, что полупростой группа преобразований на 

трехмерном однородном пространстве, допускающем только тривиальную аффинную связ-

ность с ненулевой алгеброй голономии, оказаться не может. 

Теорема. А) Трехмерное однородное пространство, допускающее только тривиальную 

аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии, такое, что g  не является разреши-

мой, а ее радикал коммутативен, имеет вид 2.9.12  
 

2.9.12. = 2, =2  
1e  

2e  
1u  

2u  
3u   

1e  0  
2e  

1u  
22u  

32u   

2e  
2e  0  0  0  

1u   

1u  
1u  0  0  

2e  0   

2u  
22u  0  

2e  0  
1e   

3u  
32u  

1u  0  
1e  0   

 

с разложением Леви – 
1 2 2 1 3 1 2{{ , },{ 2 ,2 2 , }}u e u u u e e . Тогда тензор кривизны тривиальной 

связности – 
 

0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 2 0 ,

0 0 0 0 0 0 0 0 2

 

а алгебра голономии – 2

0

0 2 0 , .

0 0 2

2 1

2 1

2

p p

p p p

p

 

Б) Трехмерные однородные пространства, допускающие только тривиальную аффин-

ную связность с ненулевой алгеброй голономии, такие, что g  не является разрешимой, а ее 

радикал некоммутативен, имеют вид: 
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2.1.2. = 1  
1e  

2e  
1u  

2u  
3u  

1e  0  0  
1u  

2u  0  

2e  0  0  0  0  
3u  

1u  
1u  0  0  

1e  0  

2u  
2u  0  

1e  0  0  

3u  0  
3u  0  0  0  

 

2.3.2. =0  
1e  

2e  
1u  

2u  
3u  

1e  0  0  
2u  

1u  0  

2e  0  0  0  0  
3u  

1u  
2u  0  0  

1e  0  

2u  
1u  0  

1e  0  0  

3u  0  
3u  0  0  0  

 

2.3.3. =0  
1e  

2e  
1u  

2u  
3u  

1e  0  0  
2u  

1u  0  

2e  0  0  0  0  
3u  

1u  
2u  0  0  

1e  0  

2u  
1u  0  

1e  0  0  

3u  0  
3u  0  0  0  

 

3.8.8. = 1, = 0  
1e  

2e  
3e  

1u  
2u  

3u  

1e  0  0  
3e  

1u  0  0  

2e  0  0  
3e  0  

2u  
3u  

3e  
3e  

3e  0  0  0  
1u  

1u  
1u  0  0  0  

3e  0  

2u  0  
2u  0  

3e  0  
2 12e e  

3u  0  
3u  1u  0  

1 22e e  0  
 

4.11.2. = 0, = 1 
1e  

2e  
3e  

4e  
1u  

2u  
3u  

1e  0  0  
3e  

4e  
1u  0  0  

2e  0  0  
3e  

4e  0  
2u  

3u  

3e  3e  
3e  0  0  0  

1u  0  

4e  4e  4e  0  0  0  0  
1u  

1u  1u  0  0  0  0  
4e  3e  

2u  0  
2u  1u  0  

4e  0  
2e  

3u  0  
3u  0  

1u  3e  2e  0  
 

4.13.2. = 0  
1e  2e  3e  4e  1u  2u  3u  

1e  0  
2e  3e  0  

1u  0  0  

2e  2e  0  0  
3e  0  

1u  0  

3e  3e  0  0  
2e  0  0  

1u  

4e  0  
3e  2e  0  0  

3u  2u  
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1u  
1u  0  0  0  0  

2e  
3e  

2u  0  
1u  0  

3u  
2e  0  

4e  

3u  0  0  
1u  

2u  
3e  

4e  0  

 

4.13.3. = 0  
1e  

2e  
3e  

4e  
1u  

2u  
3u  

1e  0  
2e  

3e  0  
1u  0  0  

2e  
2e  0  0  

3e  0  
1u  0  

3e  
3e  0  0  

2e  0  0  
1u  

4e  0  
3e  

2e  0  0  
3u  

2u  

1u  
1u  0  0  0  0  

2e  
3e  

2u  0  
1u  0  

3u  
2e  0  

4e  

3u  0  0  
1u  

2u  
3e  

4e  0  
 

Разложения Леви, тензоры кривизны и алгебры голономии тривиальных связностей пред-

ставленны в таблицах 1–3. 
 

Таблица 1 – Разложения Леви 

 

Пара Разложение Леви 

4.11.2  
4 1 3 1 2 4 2 1 3{{ , , , },{ , , }}e e e u e e u u u  

4.13.2   
1 2 3 1 4 2 2 1 3{{ , , , },{ , , }}e e e u e e u u u  

4.13.3   
1 2 3 1 2 4 2 1 3{{ , , , },{ , , }}e e e u e e u u u  

3.8.8   
3 1 1 1 2 3 2 1 3{{ , , },{ 2 (1/ 2) , 2 , 2 }}e u e e e e u u u  

2.1.2   
3 2 1 2 1{{ , },{ , , }}u e u u e  

2.3.2   
3 2 2 1 1{{ , },{ , , }}u e u u e  

2.3.3  
3 2 2 1 1{{ , },{ , , }}u e u u e  

 

Таблица 2 – Тензоры кривизны неразрешимых групп Ли  

 

Пара Тензор кривизны 

4.11.2   0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

 

4.13.2   0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

 

4.13.3   0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

 

3.8.8   0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2

 

2.1.2   1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 

2.3.2

2.3.3
  

0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Таблица 3 – Алгебры голономии неразрешимых групп Ли 

 

Пара Алгебра голономии Пара Алгебра голономии 

4.11.2  0

0 0

0 0

2 1

3

3

p p

p

p

 

4.13.2

4.13.3
 

0

0 0

0 0

1 2

3

3

p p

p

p

 

3.8.8   0

0 2 0

0 0 2

2 1

2

2

p p

p

p

 

2.1.2  0 0

0 0

0 0 0

1

1

p

p  

2.3.2   0 0

0 0

0 0 0

1

1

p

p  

2.3.3  0 0

0 0

0 0 0

1

1

p

p  

 

Доказательство. Подалгебры в (3, )gl R  описаны, например, в [11]. Для каждой подал-

гебры g  находим изотропно-точные пары с неразрешимой g , аффинные связности на них и 

определяем пары, допускающие только тривиальную аффинную связность с ненулевой ал-

геброй голономии. 

Рассмотрим, например, случай 4.13, где g  имеет вид 

0 , , , , 0

0

x z u

y y x y z u

y y

, 

базис подалгебры выбираем, придав одной из латинских переменных значение 1, а осталь-

ным 0, нумерация базисных векторов соответствует алфавиту. Нильпотентная подалгебра h  

порождена векторами 
1e  и 

2e . Пусть : ( , )q L Ug g  – линейное отображение такое, что 

.,,)(.)(.=]),([ gyxxqyyqxyxq  Рассмотрим комплексный обобщенный модуль ( , )UgC C . 

Положим = 1,i ie e  1 4,i  = 1,j ju u  1 3.j  Тогда 
1 2 3 4={ , , , }E e e e e  – базис gC . Век-

торное пространство U C  может быть отождествлено с 
3C , 

1 2 3{ , , }u u u  – стандартный базис 

U C . Поскольку (0,0)

1 4( )= ,e eg hC C C
(1, )

2 3( )= ( ),i e ieg hC C (1, )

2 3( )= ( ),i e ieg hC C  
(1,0)

1( ) ( )= ,U uhC C C  (0, )

2 3( ) ( )= ( ),iU u iuhC C C  (0, )

2 3( ) ( )= ( ),iU u iuhC C C  имеем 
1 1( )( )=0,q e uC  

2 3 1( )( )=0,q e ie uC  
1 2 3( )( )=0,q e u iuC  2 3 2 3( )( )=0,q e ie u iuC  

1 2 3( )( )=0,q e u iuC  

2 3 2 3( )( )=0,q e ie u iuC  
2 3 1( )( )=0,q e ie uC  2 3 2 3( )( )=0,q e ie u iuC  

4 2 3( )( )=0,q e u iuC  

2 3 2 3( )( )=0,q e ie u iuC  4 1( )( )=0,q e uC  
4 2 3( )( )=0.q e u iuC  Поэтому ( )( )=0,i jq e uC

 1 4,i  

1 3.j  Имеем (0,0)

1 4( )= ,e eg hC C C  (1, )

2 3( )= ( ),i e ieg hC C  (1, )

2 3( ) = ( ),i e ieg hC C  
(0, )

2 3( )= ( ),i u iug hC C  (1,0)

1( )= ,ug hC C (0, )

2 3( ) = ( ),i u iug hC C  тогда (1, )

1 2 3[ , ] ( ),iu u iu g hC  

(1, )

1 2 3[ , ] ( ),iu u iu g hC  (0,2 )

2 3 2 3[ , ] ( ).u iu u iu g hC  Если 0 , то 1 2 3[ , ] = 0,u u iu  

1 2 3[ , ] = 0,u u iu  2 3 2 3 2 3[ , ] = 2 [ , ] = 0u iu u iu i u u , следовательно, 1 2 1 3 2 3[ , ] = [ , ] = [ , ] = 0,u u u u u u  

пара ( , )g g  тривиальна (т. е. существует коммутативный идеал m  алгебры Ли g  такой, что 

=g m g ). Связность на этой паре, тензоры кривизны и кручения, алгебра голономии нуле-

вые, поэтому пара не входит в рассматриваемый в работе класс. Если = 0 , то 

1 2 3 1 2 1 3 2 3[ , ] = [ , ] [ , ] ( ),u u iu u u i u u e ieC  1 2 3 1 2 1 3 2 3[ , ] = [ , ] [ , ] ( ),u u iu u u i u u e ieC  

2 3 2 3 2 3 1 4[ , ] = 2 [ , ] .u iu u iu i u u e eC C  Тогда 1 2 2 2 3 3[ , ] = ,u u a e a e  1 3 2 2 3 3[ , ] = ,u u b e b e  

2 3 1 1 4 4[ , ] = .u u c e c e  В силу тождества Якоби получаем, что 1 2 2 2[ , ] = ,u u a e  1 3 2 3[ , ] = ,u u a e  

2 3 2 4[ , ] = .u u a e  При 2 = 0a  пара ( , )g g  эквивалентна тривиальной паре 1 1( , )g g  (связность на 
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этой паре, тензоры кривизны и кручения, алгебра голономии нулевые). При 
2 > 0a  эквива-

лентность пар ( , )g g  и 4.13.2 устанавливается посредством 
2: g g , 

1/2

2( ) = , =1,4, ( ) = , =1,3.i i j je e i u a u j  Связность на этой паре и ее тензор кручения нуле-

вые, тензор кривизны и алгебра голономии выписаны в таблицах 2 и 3. При 
2 < 0a  пара 

( , )g g  эквивалентна паре 4.13.3 при помощи 
3: g g , ( ) = ,i ie e  = 1,4,i  

1/2

2( ) = ( ) ,j ju a u  

= 1,3.j  Связность на этой паре и ее тензор кручения также нулевые, тензор кривизны и ал-

гебра голономии выписаны в таблицах 2 и 3. Поскольку 
1 2dim dimD Dg g  и 

1 3dim dimD Dg g , 

ни одна из пар 4.13.2 и 4.13.3 не эквивалентна тривиальной паре 
1 1( , )g g . Через 

2a  и 
3a  обо-

значим подалгебры Леви алгебр 
2g  и 

3g  соответственно. Заметим, что 
2 (2, )a sl R  и 

3 (2)a su , поэтому 
2 2( , )g g  и 

3 3( , )g g  не эквивалентны.  

Остальные случаи рассматриваются аналогично. Рассмотрим теперь, например, случай 

2.9.12. Отображение )(: mglg  является g -инвариантным, следовательно, 
2 1[ ( ), ( )]=0,e u  

1 1 1[ ( ), ( )]= ( ),e u u  
2 2[ ( ), ( )]=0,e u  

1 2 2[ ( ), ( )]= ( ),e u u  
1 3 3[ ( ), ( )]= ( ),e u u  

2 3 1[ ( ), ( )]= ( ),e u u  поэтому 
1 2 3( )= ( )= ( )=0.u u u  Тензор кривизны имеет вид, указанный в 

таблице 2. Алгебра, порожденная множеством ={[ ( ), ( )] ([ , ]) | , },V x y x y x y g  т. е. 

( , )i jR u u , совпадает с алгеброй голономии (таким образом, алгебра голономии совершенна) и 

имеет вид, указанный в таблице 3. Действительно, поскольку связность тривиальна, 

( )= ( )g g  и [ ( ), ]=[ ( ), ]= ,V V Vg g  так как ( )g  совпадает с V . В данном случае = ( )ga g  и 

*= gh a  (т. е. связность нормальна). Тензор кручения нулевой. 

Других трехмерных однородных пространств с неразрешимой g , допускающих только 

тривиальную аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии, кроме указанных в тео-

реме, не существует. 

Заключение. Таким образом, найдены все трехмерные однородные пространства, на 

которых действует неразрешимая группа преобразований, допускающие только тривиальную 

аффинную связность с ненулевой алгеброй голономии, что эквивалентно описанию соответ-

ствующих эффективных пар алгебр Ли. Описаны в явном виде тензоры кривизны и алгебры 

голономии указанных связностей. 

Исследования основаны на использовании свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных 

пространств и носят, главным образом, локальный характер. В работе используется алгебра-

ический подход к исследованию однородных пространств с аффинными связностями, а так-

же соединение различных методов дифференциальной геометрии, теории групп и алгебр Ли 

и теории однородных пространств. 
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