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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè.
Ïóñòü σ = {σi|i ∈ I} � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ

÷èñåë P, ò.å. P =
⋃
i∈I σi è σi ∩ σj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j. Ãðóïïà G íà-

çûâàåòñÿ: σ-ïðèìàðíîé, åñëè G ÿâëÿåòñÿ σi-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî i; σ-
ðàçëîæèìîé (Ë.À.Øåìåòêîâ1) èëè σ-íèëüïîòåíòíîé, åñëèG = G1×. . .×Gt,
ãäå G1, . . . , Gt � σ-ïðèìàðíûå ãðóïïû.

Îòòàëêèâàÿñü îò çàäàííîãî ðàçáèåíèÿ σ ìíîæåñòâà P, ìîæíî âûäåëÿòü
è èçó÷àòü ñâîéñòâà ãðóïï G, çàâèñÿùèå îò âûáîðà σ.

Òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ðÿäà îòêðû-
òûõ âîïðîñîâ òåîðèè ôîðìàöèè ãðóïï è, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè ôîð-
ìàöèîííûìè ìåòîäàìè ôàêòîðèçàöèé ðàçðåøèìûõ è ÷àñòè÷íî ðàçðåøèìûõ
ãðóïï (ñì. ãëàâó IV ìîíîãðàôèè Ë.À. Øåìåòêîâà1).

Íîâûå è, â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, íåîæèäàííûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè σ-
ñâîéñòâ áûëè íàéäåíû â ïîñëåäíèå ãîäû ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
îáîáùåííî ñóáíîðìàëüíûõ, êâàçèíîðìàëüíûõ (â ñìûñëå Îðå2) è îáîáùåííî
êâàçèíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé èëè S-
ïåðåñòàíîâî÷íîé â G (O. Êåãåëü3), åñëè A ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ëþáîé ñèëîâñêîé
ïîäãðóïïîé P ãðóïïû G, ò.å. AP = PA.

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî S-ïåðåñòàíîâî÷íûå ïîäãðóïïû íàñëåäóþò ìíî-
ãèå ñâîéñòâà êâàçèíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï è, â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ S-
ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ñóáíîðìàëüíà â G (O. Êåãåëü3) è
ñåêöèÿ A/AG íèëüïîòåíòíà (Â.Å. Äåñêèíñ4). Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó-
÷àå êâàçèíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, äëÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íîé ïîäãðóïïû A ñåê-
öèÿ AG/AG íèëüïîòåíòíà. Áîëåå òîãî, â îòëè÷èå îò êâàçèíîðìàëüíûõ ïîä-
ãðóïï, S-ïåðåñòàíîâî÷íûå ïîäãðóïïû îáðàçóþò ïîäðåøåòêó ðåøåòêè âñåõ
ïîäãðóïï (O. Êåãåëü3), ÷òî îáóñëîâèëî øèðîêóþ ïðèìåíèìîñòü òàêèõ ïîä-
ãðóïï ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ òåîðèè ãðóïï â ðàáîòàõ ìíîãèõ
àâòîðîâ (Ð.Ê. Àãðàâàë, Ê.À. Àëü-Øàðî, Ì. Àñààä, À. Áàëëåñòåð-Áîëèíøå,
Äæ.Ê. Áåéäëèìàí, Ð.À. Áðàéñ, Á. Áðþñòåð, Â. Ãî, Ñ. Éè, Äæ. Êîññè, Á. Ëè,
Â. Ëèí, Ì.Ô. Ðàãëàíä, Ä.Ä. Ðîáèíñîí, Ä. Õàíã, Õ. Õåéíåêåí, Ð. Ýñòåáàí-
Ðîìåðî è äð.). Ñðåäè íåäàâíèõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè îòìåòèì ïóáëèêà-

1Øåìåòêîâ, Ë.À. Ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï / Ë.À. Øåìåòêîâ. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 272 ñ.
2Ore, O. Contributions to the theory of groups of �nite order / O. Ore // Duke Math. J. � 1939. � Vol. 5,

�. 2. � P. 431�460.
3Kegel, O.H. Sylow-Gruppen und Subnormalteiler endlicher Gruppen / O.H. Kegel // Math. Z. � 1962. �

Vol. 78. � P. 205�221.
4Deskins, W.E. On quasinormal subgroups of �nite groups / W.E. Deskins // Math. Z. � 1963. Vol. 82. �

P. 125�132.
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öèè Ï. Øìèäà5, Ë.Ì. Ýñêóýðî è Õ. Ñîëåð-Ýñêðèâà6, À.Í. Ñêèáû7, Â. Ãî è
À.Í. Ñêèáû8, Ë.À. Øåìåòêîâà è À.Í. Ñêèáû9, È.Ì. Àéçåêñà10, ß. Ã. Áåðêî-
âè÷à è È.Ì. Àéçåêñà11.

Ïîëåçíîñòü S-ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï îáóñëîâëåíà ïðåæäå âñåãî òåì,
÷òî â ãðóïïå G èìååòñÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
p, äåëÿùåãî å¼ ïîðÿäîê. Ïðè çàäàííîì π ⊆ P, â îáùåì ñëó÷àå ãðóïïà G
ìîæåò íå èìåòü õîëëîâîé π-ïîäãðóïïû. Åñëè æå ãðóïïà G îáëàäàåò õîëëîâîé
σi-ïîäãðóïïîé ïðè âñåõ i ∈ I, òî G íàçûâàåòñÿ σ-ïîëíîé12,13. Ïîíÿòíî, ÷òî
âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà σ-ïîëíà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ ìíîæåñòâà P.
Áîëåå òîãî, σ-ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ è âñÿêàÿ σ-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà12, ò.å. ãðóïïà,
ó êîòîðîé êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíûì.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G12, åñëè G
ÿâëÿåòñÿ σ-ïîëíîé è A ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè õîëëîâûìè σi-ïîäãðóïïàìè
V ãðóïïû G, ò.å. AV = V A äëÿ âñåõ i.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé ïîäãðóïïû A ãðóïïû G

ñåêöèÿ HG/HG ÿâëÿåòñÿ σ-íèëüïîòåíòíîé12.
Çàìåòèì, ÷òî îòìå÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû Äåñêèíñà è Êåãåëÿ ÿâëÿþòñÿ

ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè ýòîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}.
Áîëåå òîãî, èç ýòîãî ðåçóëüòàòà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ σ-

ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â ñìûñëå ñëåäóþùåãî
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â
G12, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ Nσ�ñóáíîðìàëüíîé â G â ñìûñëå Êåãåëÿ3, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ öåïü ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An = G,

5Schmid, P. Subgroups permutable with all Sylow subgroups / P. Schmid // J. Algebra. � 1998. � Vol. 207. �
P. 285�293.

6Ezquerro, L.M. Some permutability properties related to F-hypercentrally embedded subgroups of �nite
groups / L.M. Ezquerro, X. Soler-Escriva // J. Algebra. � 2003. � Vol. 264. � P. 279�295.

7Skiba, A.N. On weakly s-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. � 2007. �
Vol. 315. � P. 192�209

8Skiba, A.N. Finite groups with given s-embedded and n-embedded subgroups / W. Guo, A.N. Skiba // J.
Algebra. � 2009. � Vol. 321. � P. 2843�2860.

9Shemetkov, L.A. On the XΦ-hypercentre of �nite groups / L.A. Shemetkov, A.N. Skiba // J. Algebra. �
2009. � Vol. 322, � 6. � P. 2106�2117.

10Isaacs, I.M. Semipermutable π-subgroups / I.M. Isaacs // Arch. Math. � 2014. � Vol. 102. � P. 1�6.
11Bercovich, Y.G. p-Supersolvability and actions on p-groups stabilizing certain subgroups / Y.G. Bercovich,

I.M. Isaacs // J. Algebra. � 2014. � Vol. 414. � P. 82�94.
12Skiba, A.N. On σ-subnormal and σ-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. �

2015. � Vol. 436. � P. 1�16.
13Skiba, A.N. A generalization of a Hall theorem / A.N. Skiba // J. Algebra and its Application. � 2016. �

Vol. 15, � 4. � P. 21�36.
3Kegel, O.H. Sylow-Gruppen und Subnormalteiler endlicher Gruppen / O.H. Kegel // Math. Z. � 1962. �

Vol. 78. � P. 205�221.
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÷òî ëèáî Ai−1 E Ai, ëèáî ñåêöèÿ Ai/(Ai−1)Ai σ-íèëüïîòåíòíà äëÿ âñåõ i =
1, . . . , n.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû IV êíèãè Ë.À. Øåìåòêîâà1 è ðåçóëüòàòû ðàáîò
À.Í. Ñêèáû12,13 ïîñëóæèëè ìîòèâàöèåé íåîáõîäèìîñòè âûÿâëåíèÿ è èçó÷å-
íèÿ ìíîãèõ äðóãèõ σ-ñâîéñòâ ãðóïï14−27.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ CLT -ãðóïïîé èëè ãðóïïîé, óäîâëåòâîðÿþùåé îá-
ðàòíîé òåîðåìå Ëàãðàíæà, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ n å¼ ïî-
ðÿäêà â ãðóïïå G èìååòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n.

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ CLT -ãðóïï îáóñëîâëåíà ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî êàæ-
äàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü èçîìîðôíî âëîæåíà â íåêîòîðóþ CLT -
ãðóïïó. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåò òàêæå íà òî, ÷òî êëàññ CLT -ãðóïï
âåñüìà øèðîê, ÷òî ïîñëóæèëî îñíîâíîé ìîòèâàöèåé äëÿ âûäåëåíèÿ è èçó÷å-

1Øåìåòêîâ, Ë.À. Ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï / Ë.À. Øåìåòêîâ. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 272 ñ.
12Skiba, A.N. On σ-subnormal and σ-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. �

2015. � Vol. 436. � P. 1�16.
13Skiba, A.N. A generalization of a Hall theorem / A.N. Skiba // J. Algebra and its Appl. � 2016. � Vol. 15,

� 4. � P. 21�36.
14Guo, W. Finite groups with permutable complete Wielandt sets of subgroups / W. Guo, A.N. Skiba // J.

Group Theory. � 2015. � Vol. 18. � P. 191�200.
15Beidleman, J. C. On τσ-quasinormal subgroups of �nite groups / J. C. Beidleman, A.N. Skiba //J. Group

Theory. � 2017. � Vol. 20, � 5. � P. 955�969.
16Al-Sharo, K.A. On �nite groups with σ-subnormal Schmidt subgroups / K.A. Al-Sharo, A.N. Skiba //

Comm. Algebra. � 2017. � Vol. 45, � 10. � P. 4158�4165.
17Guo, W. On Π-quasinormal subgroups of �nite groups / W. Guo, A.N. Skiba // Monatsh. Math. � 2016. �

DOI: 10.1007/s00605-016-1007-9.
18 Guo, W. Groups with maximal subgroups of Sylow subgroups σ-permutably embedded / W. Guo,

A.N. Skiba // J. Group Theory. � 2017. � Vol. 20 � P. 169�183.
19Guo, W. On the lattice of ΠI-subnormal subgroups of a �nite group / W. Guo, A.N. Skiba // Bull. Austral.

Math. Soc. � 2017. � Vol. 96, � 2. � P. 233-244.
20Hu, B. On �nite groups with generalized σ-subnormal Schmidt subgroups / B. Hu, J. Huang // Comm.

Algebra. � 2017. � DOI: 10.1080/00927872.2017.1404091.
21Huang, J. Finite groups with given systems of σ-semipermutable subgroups / J. Huang, B. Hu, A.N.

Skiba // J. Algebra and its Appl. � 2017. � Vol. 96, � 2. � P. 1850031-1�1850031-13.
22Hu, B. On generalized S-quasinormal and generalized subnormal subgroups of �nite groups / B. Hu,

J. Huang, A.N. Skiba // Comm. Algebra � 2017. � DOI: 10.1080/00927872.2017.1357076.
23Huang, J. Groups with only σ-semipermutable and σ-abnormal subgroups / J. Huang, B. Hu, A.N. Skiba //

Acta Math. Hung. � 2017. � Vol. 153, � 1. � P. 236�248.
24Skiba, A.N. Some characterizations of �nite σ-soluble PσT -groups / A.N. Skiba // J. Algebra. � 2018. �

Vol. 495, � 1. � P. 114-129.
25Skiba, A.N. On some results in the theory of �nite partially soluble groups / A.N. Skiba // Comm. Math.

Stat. � 2016. � Vol. 4, � 3. � P. 281�309.
26Hu, B. On weakly σ-quasinormal subgroups of �nite groups / B. Hu, J. Huang, A.N. Skiba // Publ. Math.

Debrecen. � 2018. � Vol 92, � 1-2. � P. 201�216.
27Ãî, Â. Çàìå÷àíèÿ î ðàíãå êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû / Â. Ãî, Ë. ×æàí, À.Í. Ñêèáà //Ñèáèð. ìàòåì.

æ. � 2017. � Ò. 58, � 5. � Ñ. 1181�1190.
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íèÿ ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ ïîäêëàññîâ ýòîãî êëàññà2,28−33.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ HS-âëîæåííîé (ñîîò-

âåòñòâåííî Hsn-âëîæåííîé), åñëè A ÿâëÿåòñÿ õîëëîâîé ïîäãðóïïîé â íåêîòî-
ðîé S-ïåðåñòàíîâî÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðîé ñóáíîðìàëüíîé) ïîäãðóïïå
ãðóïïû G.

Ðàçâèâàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò2,28−33, â íåäàâíèõ ïóáëèêàöèÿõ34−38

À. Áàëëåñòåð-Áîëèíøå, Ñ.Õ. Êèàî, Â.Ñ. Ìîíàõîâ, Â.Í. Êíÿãèíà, Ø. Ëè,
Ä. Ëèó, Ä. Õè, Ã. Íîíã è Ë. ×æîó îïèñàëè ãðóïïû ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè
HS-âëîæåííûõ è Hsn-âëîæåííûõ ïîäãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, áûëî íàéäåíî
òî÷íîå ñòðîåíèå ãðóïï G, ó êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ n
èõ ïîðÿäêà èìååòñÿ Hsn-âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà36. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû
ðàáîò34−38 èìåþò äåëî ëèøü ñ ðàçáèåíèåì σ = {{2}, {3}, . . .} ìíîæåñòâà P.

Â îáùåì ñëó÷àå, ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Hσ-
ñóáíîðìàëüíî âëîæåííîé (ñîîòâåòñòâåííî Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííîé) â
G, åñëè A ÿâëÿåòñÿ σ-õîëëîâîé ïîäãðóïïîé â íåêîòîðîé σ-ñóáíîðìàëüíîé (ñî-
îòâåòñòâåííî íåêîòîðîé σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé) ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Ïðè ýòîì
ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ σ-õîëëîâîé â G, åñëè σi ∩ π(A) = ∅ äëÿ
âñåõ i òàêèõ, ÷òî σi ∩ π(|G : A|) 6= ∅.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè, óñèëèâàÿ âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ðàáîò34−37, èçó÷àþòñÿ ãðóïïû ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëî-
æåííûõ è Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûõ ïîäãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, â äèññåð-
òàöèè îïèñàíî ñòðîåíèå ãðóïï G, ó êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äå-
ëèòåëÿ n èõ ïîðÿäêà èìååòñÿ ëèáî Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííàÿ, ëèáî Hσ-
ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà A.

2Ore, O. Contributions to the theory of groups of �nite order / O. Ore //Duke Math. J. � 1939. � Vol. 5,
�. 2. � P. 431�460.

28 Holmes, C.V. A characterization of �nite nilpotent groups / C.V. Holmes // Amer. Math. Monthly. �
1966. � Vol. 73. � P. 1113�1114.

29 Zappa, G. Remark on a recent paper of O. Ore / G. Zappa // Duke Math. J. � 1940. � Vol. 6. � P. 511�512.
30 Barry, F. Some supersolvability conditions for �nite groups / F. Barry, D. MacHale, A.N. She // Math.

Proc. of the Royal Irish Academy. � 2006. � Vol. 106A. � P. 163�177.
31 Gagen, T.M. A note on groups with the inverse Lagrange property / T.M. Gagen // Group Theory: Lect.

Notes Math (Proc. Miniconf., Austral. Nat. Univ., Canberra, 1975). � 1977. � Vol. 573. � P. 51�52.
32 Ballester-Bolinches, A. On some classes of supersoluble groups / A. Ballester-Bolinches, J. C. Beidlemann,

R. Esteban-Romero // J. Algebra. � 2007. � Vol. 312. � P. 445�454.
33 Humphreys, J. F. On goups satifying the converse Lagrang's theorem / J. F. Humphreys // Proc. Camb.

Phil. Soc. � 1974. � Vol. 75. � P. 25�32.
34Ballester-Bolinches, A. On a problem posed by S. Li and J. Liu / A. Ballester-Bolinches, S.H. Qiao // Arch.

Math. � 2014. � Vol. 102. � P. 109�111.
35Li, S. On Hall normally embedded subgroups of �nite groups / S. Li, J. He, G. Nong, L. Zhou // Comm.

Algebra. � 2009. � Vol. 37. � P. 3360�3367.
36Li, S. On Hall subnormally embedded and generalized nilpotent groups / S. Li, J. Liu // J. Algebra. �

2013. � Vol. 388. � P. 1�9.
37Li, S. CLT−groups with Hall S-quasinormally embedded subgroups / S. Li, J. Lio // Ukrain. Math.

Journal. � 2014. � Vol. 66 � P. 1281�1287.
38Monakhov, V. S. On Hall embedded subgroups of �nite groups/ V. S. Monakhov, V.N. Kniahina // J. Group

Theory. � 2015. � Vol. 18. � P. 565�568.
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Ìíîæåñòâî H ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì õîëëîâûì σ-
ìíîæåñòâîì G12, åñëè êàæäûé ÷ëåí 6= 1 ìíîæåñòâà H � õîëëîâà σi-
ïîäãðóïïà ãðóïïû G äëÿ íåêîòîðîãî i è H ñîäåðæèò òî÷íî îäíó õîëëîâó
σi-ïîäãðóïïó ãðóïïû G äëÿ êàæäîãî i. Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ
H-ïåðåñòàíîâî÷íîé, åñëè AH = HA äëÿ âñåõ H ∈ H.

Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}, ãðóïïû ñ çàäàííûìè ñè-
ñòåìàìèH-ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ è,
â ÷àñòíîñòè, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ39−43. Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ñòðîèòñÿ
òåîðèÿH-ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàç-
áèåíèÿ σ ìíîæåñòâà P), êîòîðàÿ ïîêðûâàåò ðÿä ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ àâòîðîâ
è, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ðàáîò14,39,44,45.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ êðóïíûìè íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè
Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà íà êàôåäðå àëãåáðû è ãåîìåòðèè ó÷ðåæäåíèÿ îá-

ðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàíöèñêà Ñêî-
ðèíû¿ ñ 2014 ïî 2017 ãã. â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé íàó÷íîé òåìîé:

� ¾Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ôóíêòîðíûõ è ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ê ðåøåíèþ îáùåé ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ãðóïï
ïî ñâîéñòâàì èõ ïîäãðóïï¿, íîìåð ãîñ. ðåãèñòðàöèè � 20161015. Òåìà âõîäèò
â ãîñóäàðñòâåííóþ ïðîãðàììó íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü
íà 2016�2020 ãîäû ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ çàäàííûìè ñè-

ñòåìàìè õîëëîâûõ ïîäãðóïï.
12Skiba, A.N. On σ-subnormal and σ-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. �

2015. � Vol. 436. � P. 1�16.
39Asaad, M. On permutable subgroups of �nite groups / M. Asaad, A.A. Heliel // Arch. Math. � 2003. �

Vol. 80, � 2. � P. 113�118.
40Asaad, M. On weakly H-subgroups of �nite groups / M. Asaad, A.A. Heliel, M.M. Al-Shomrani // Comm.

Algebra. � 2012. � Vol. 40, � 9. � P. 3540�3550.
41Ballester-Bolinches, A. Z-permutable subgroups of �nite groups/ A. Ballester-Bolinches, R. Esteban-

Romero, A.A. Heliel, M.O. Almestadi // Monatsh. Math. � 2016. � Vol. 179, � 4. � P. 523�534.
42Heliel, A.A. On weakly Z-permutable subgroups of �nite groups / A.A. Heliel, M.M. Al-Shomrani,

T.M. Al-Gafri // J. Algebra Appl. � 2015. � Vol. 2015. � Vol. 14, � 5. � P. 1550062-1�1550062-15.
43Li, Y. Z-permutable subgroups and p-nilpotency of �nite groups / Y. Li, X. Li // J. Pure and Applied

Algebra. � 2005. � Vol. 202. � P. 72�81.
14Guo, W. Finite groups with permutable complete Wielandt sets of subgroups / W. Guo, A.N. Skiba // J.

Group Theory. � 2015. � Vol. 18. � P. 191�200.
44Agrawal, R.K. Finite groups whose subnormal subgroups permute with all Sylow subgroups / R.K.

Agrawal // Proc. Amer. Math. Soc. � 1975. � Vol. 47, � 1. � P. 77�83.
45Huppert, B. Zur Sylowstruktur Au�osbarer Gruppen, II / B. Huppert // Arch. Math. � 1964. � Vol. 15. �

P. 251�257.
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Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå
çàäà÷è:

� ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñHσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåí-
íûìè ïîäãðóïïàìè;

� ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëî-
æåííûìè ïîäãðóïïàìè;

� èññëåäîâàòü îáùåå ñòðîåíèå êîíå÷íûõ Π-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï;
� ðàçðàáîòàòü íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ PST -ãðóïï.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ãðóïïû ñ çàäàííûìè ñèñòå-

ìàìè õîëëîâûõ ïîäãðóïï. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ñâîéñòâ
ñèñòåì õîëëîâûõ ïîäãðóïï íà ñòðîåíèå ãðóïïû.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà àáñòðàêòíîé òåîðèè

êîíå÷íûõ ãðóïï, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè êëàññîâ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû
òåîðèè ôîðìàöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï,

îáëàäàþùèõ ñèñòåìàìè Hθ-âëîæåííûõ ïîäãðóïï äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà θ îçíà-
÷àåò ¾Π-ïåðåñòàíîâî÷íîñòü¿, ¾Π-ñóáíîðìàëüíîñòü¿, ¾íîðìàëüíîñòü¿, à òàêæå
ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñòðîåíèÿ ãðóïï ñ õîëëîâûìè ïîä-
ãðóïïàìè çàäàííîãî òèïà.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â
äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè
ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñòðóê-
òóðû ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè õîëëîâûõ ïîäãðóïï, à òàêæå â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé, íàïèñàíèè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò è äèññåðòàöèé. Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé òàêæå ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííûìè ïîäãðóï-

ïàìè, òåîðåìà 2.1.12 [4, 6].
2. Îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûìè ïîäãðóï-

ïàìè, òåîðåìû 2.2.9 [4, 6] è 2.2.12 [2].
3. Îïèñàíèå îáùåãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ Π-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, òåîðåìû

2.3.6 è 2.3.7 [5].
4. Íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ PST -ãðóïï, òåîðåìû 3.1.9 [1] è 3.2.8 [1].
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Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è âïåðâûå ïîëó÷åíû àâ-
òîðîì.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ñîèñêàòåëåì ëè÷íî ïîä ðóêîâîäñòâîì

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à
Ñêèáû. Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è è ïðåäëîæåíà ìå-
òîäèêà èõ èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ [1, 4, 6], îïóáëèêîâàííûõ ñîâìåñòíî ñ íà-
ó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, èäåè è ìåòîäû ïðèíàäëåæàò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,
à ðåàëèçîâàíû ñîèñêàòåëåì è êèòàéñêèìè ìàòåìàòèêàìè, êîòîðûå îáåñïå÷å-
ëè êà÷åñòâåííûé ïåðåâîä ñòàòåé íà àíãëèéñêèé ÿçûê. Ðàáîòà [5] âûïîëíåíà è
îïóáëèêîâàíà ñîâìåñòíî ñ Ðûæèê Â.Í. Îñòàëüíûå ðàáîòû âûïîëíåíû ñàìî-
ñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû áåç ñîàâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëü-
çîâàíèè åå ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü è äîêëà-
äûâàëèñü àâòîðîì íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Ãîìåëüñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ô. Ñêîðèíû, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ
êîíôåðåíöèÿõ:

� XLIV ñòóäåí÷åñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äíè ñòóäåí÷å-
ñêîé íàóêè¿ (Ãîìåëü, 28-29 àïðåëÿ 2015 ã.);

� XIÕ Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ
¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ïðîåêòèðîâà-
íèè, ïðîèçâîäñòâå è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ¿ (Ãîìåëü, 21-23 ìàðòà 2016 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæå-
íèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ Â.Ì. Ëåâ÷óêà, (Êðàñíîÿðñê, 24-27 èþëÿ 2016 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé XI øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿, ïîñâÿùåííîé
70-ëåòèþ À.Þ. Îëüøàíñêîãî, (Êðàñíîÿðñê, 27 èþëÿ � 2 àâãóñòà 2016 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾XII Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ¿ (Ìèíñê, 5-10 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.);

� XÕ Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ
¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ïðîåêòèðîâà-
íèè, ïðîèçâîäñòâå è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ¿ (Ãîìåëü, 20-22 ìàðòà 2017 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè¿ (Íàëü÷èê, 17-21 ìàÿ 2017 ã.).

Îòäåëüíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè âíåäðåíû â ó÷åáíûé ïðîöåññ ó÷ðåæ-
äåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàí-
öèñêà Ñêîðèíû¿ è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ãðóïï è
èõ êëàññîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, ïðè íàïèñàíèè
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êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò (àêòû âíåäðåíèÿ îò 14.06.2017).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíî 14 ðàáîò. Èç íèõ

6 ñòàòåé â íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ Áåëàðóñè, 1 ïðåïðèíò, 7 ìà-
òåðèàëîâ è òåçèñîâ äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé. Îáùèé îáúåì îïóáëèêîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ ñîñòàâëÿåò 6,53 àâòîðñêèõ ëèñòîâ, â òîì ÷èñëå: ñòàòüè â íàó÷-
íûõ æóðíàëàõ � 4,63 àâòîðñêèõ ëèñòîâ, ïðåïðèíò � 1,3 àâòîðñêîãî ëèñòà,
ìàòåðèàëû è òåçèñû äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé � 0,6 àâòîðñêîãî ëèñòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ îïðåäåëåíèé è óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé,

ââåäåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, òðåõ ãëàâ îñíîâíîé ÷àñòè, çàêëþ-
÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå â êîëè÷åñòâå 105
íàèìåíîâàíèé èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è 14 íàèìåíîâàíèé ïóáëèêàöèé
ñîèñêàòåëÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 89 ñòðàíèö, èç íèõ 8 ñòðàíèö çà-
íèìàåò áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Íèêîëàåâè÷ó Ñêèáå çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïî-
ìîùü, îêàçàííûå èì ïðè íàïèñàíèè äàííîé äèññåðòàöèè.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòà-
öèè. Â ýòîé ãëàâå òàêæå ñôîðìóëèðîâàí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíî â ãëàâàõ 2 è 3.
Â ãëàâå 2 îïèñûâàåòñÿ ñòðîåíèå ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè Hσ-

ñóáíîðìàëüíî âëîæåííûõ è Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûõ ïîäãðóïï. Â ðàç-
äåëå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû ñ Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííûìè ïîäãðóï-
ïàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî σ(n) = {σi|σi ∩ π(n) 6= ∅};σ(G) = σ(|G|).
Ïóñòü F� êëàññ ãðóïï. ÏîäãðóïïàH ãðóïïûG íàçûâàåòñÿ F-ïðîåêòîðîì

â G, åñëè H ∈ F è äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû E ãðóïïû G òàêîé, ÷òî H ≤ E
è E/N ∈ F, ñëåäóåò, ÷òî E = NH. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ σ-
êàðòåðîâîé ïîäãðóïïîé â G, åñëè H ÿâëÿåòñÿ Nσ-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G, ãäå
Nσ � êëàññ âñåõ σ-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïàG èìååò ñèëîâñêóþ áàøíþ, åñëèG èìååò íîðìàëüíûé
ðÿä 1 = G0 < G1 < · · · < Gt−1 < Gt = G, ãäå |Gi/Gi−1| � ïîðÿäîê íåêîòîðîé
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ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , t}.
Ïóñòü H/K � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî H/K

ÿâëÿåòñÿ σ-öåíòðàëüíûì (â G), åñëè ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (H/K) o
(G/CG(H/K)) ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíîé ãðóïïîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ôàêòîð
H/K íàçûâàåòñÿ σ-ýêñöåíòðàëüíûì.

Ñèìâîë GNσ îáîçíà÷àåò σ-íèëüïîòåíòíûé êîðàäèêàë ãðóïïû G, ò.å. ïå-
ðåñå÷åíèå âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï N èç G, ó êîòîðûõ ôàêòîð G/N σ-
íèëüïîòåíòåí.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ HσE-ãðóïïîé, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé âèäà
G = D o M, ãäå D = GNσ � òàêàÿ σ-õîëëîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñ
|σ(D)| = |π(D)|, ÷òî D èìååò ñèëîâñêóþ áàøíþ è êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð
ãðóïïû G íèæå D ÿâëÿåòñÿ σ-ýêñöåíòðàëüíûì, M ÿâëÿåòñÿ σ-êàðòåðîâîé
ïîäãðóïïîé â G è M äåéñòâóåò íåïðèâîäèìî íà êàæäîé M -èíâàðèàíòíîé
ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå P ãðóïïû D (ò.å. P ·CP oM).

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííîé â G, åñ-
ëè A ÿâëÿåòñÿ σ-õîëëîâîé ïîäãðóïïîé íåêîòîðîé σ-ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïû ãðóïïû G.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ
èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû.

2.1.12 Òåîðåìà [4, 6]. Ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòû:
(i) Êàæäàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííîé

â G.
(ii) Êàæäàÿ σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé

âèäà H = D oM , ãäå D = HNσ è M � σ-êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû H.
(iii) Êàæäàÿ σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ HσE-

ãðóïïîé.
Â ðàçäåëå 2.2 èññëåäóþòñÿ ãðóïïû ñHσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûìè ïîä-

ãðóïïàìè.
Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííîé (ñî-

îòâåòñòâåííî Hσ-íîðìàëüíî âëîæåííîé) â G, åñëè A ÿâëÿåòñÿ σ-õîëëîâîé
ïîäãðóïïîé íåêîòîðîé σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíîé) ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû G.

Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
2.2.9 Òåîðåìà [4, 6]. Ïóñòü H = {H1, . . . , Ht} � ïîëíîå õîëëîâî σ-

ìíîæåñòâî ãðóïïû G è D = GNσ. Òîãäà ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé
ýêâèâàëåíòíû:

(i) G èìååò Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà |A| äëÿ
êàæäîé ïîäãðóïïû A ãðóïïû G.

(ii) D � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ è |σi ∩
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π(G)| = 1 äëÿ êàæäîãî σi ∈ σ(D).
(iii) Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà {A1, . . . , At}, ãäå Ai � ïîäãðóïïà (ñîîò-

âåòñòâåííî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà) ãðóïïû Hi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t, G èìååò
Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííóþ (ñîîòâåòñòâåííî Hσ-íîðìàëüíî âëîæåí-
íóþ) ïîäãðóïïó ïîðÿäêà |A1| · · · |At|.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}, èç òåîðåìû 2.2.9 âûòåêàþò
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

2.2.11 Ñëåäñòâèå (À. Áàëèññòåð-Áîëèíøå, Ñ.Õ. Êèàî34). Ãðóïïà G èìå-
åò Hn-âëîæåííóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà |H| äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû
G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèëüïîòåíòíûé êîðàäèêàë GN ãðóïïû G
öèêëè÷åñêèé ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.

2.2.15 Ñëåäñòâèå (Ø. Ëè, Ä. Õè, Ã. Íîíã, Ë. ×æîó35). Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d ïîðÿäêà ãðóïïû G ñóùåñòâóåò Hn-
âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà d.

(2) G = GNN è GN∩N = 1, ãäå N � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G è GN � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.

(3) Íèëüïîòåíòíûé êîðàäèêàë GN ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.

2.2.16 Ñëåäñòâèå (Ø. Ëè, Ä. Ëèy36). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(1) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ pf ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòå-
ïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò Hsn-âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà
èíäåêñà pf .

(2) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ pf ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòå-
ïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò Hn-âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà
èíäåêñà pf .

(3) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d ïîðÿäêà ãðóïïû G ñóùåñòâóåò Hn-
âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà G ïîðÿäêà d.

(4) Íèëüïîòåíòíûé êîðàäèêàë ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé
ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.

2.2.17 Ñëåäñòâèå (Ø. Ëè, Ä. Ëèy37). Åñëè HS-âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G èíäåêñà pn ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîé ñòåïåíè pn ïðîñòîé äåëèòåëÿ
p ïîðÿäêà ãðóïïû G, òî G ñâåðõðàçðåøèìà.

34Ballester-Bolinches, A. On a problem posed by S. Li and J. Liu / A. Ballester-Bolinches, S.H. Qiao // Arch.
Math. � 2014. � Vol. 102. � P. 109�111.

35Li, S. On Hall normally embedded subgroups of �nite groups / S. Li, J. He, G. Nong, L. Zhou // Comm.
Algebra. � 2009. � Vol. 37. � P. 3360�3367.

36Li, S. On Hall subnormally embedded and generalized nilpotent groups / S. Li, J. Liu // J. Algebra. �
2013. � Vol. 388. � P. 1�9.

37Li, S. CLT−groups with Hall S-quasinormally embedded subgroups / S. Li, J. Lio // Ukrain. Math.
Journal. � 2014. � Vol. 66 � P. 1281�1287.
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2.2.18 Ñëåäñòâèå (Ø. Ëè, Ä. Ëèy37). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(1) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ pn ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòå-
ïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò HS-âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà
èíäåêñà pn.

(2) Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d ïîðÿäêà ãðóïïû G ñóùåñòâóåò HS-
âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà G ïîðÿäêà d.

(3) G = GNN è GN ∩ N = 1, ãäå GN � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.

(4) GN ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðà-
òîâ.

Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò,
÷òî ãðóïïû ñ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ HσE-
ãðóïïàìè.

2.2.12 Òåîðåìà [2]. Ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòû:
(i) Êàæäàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåí-

íîé â G.
(ii) G = GNσoM � HσE-ãðóïïà, ãäå GNσ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.
(iii) G = D oM , ãäå D � σ-õîëëîâà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G

ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ñ |σ(D)| = |π(D)| è M σ-íèëüïîòåíòíà.
Èç òåîðåìû 2.2.12 â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}, âûòåêàåò

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
2.2.13 Ñëåäñòâèå. Êàæäàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ HS-

âëîæåííîé ïîäãðóïïîé â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = D oM , ãäå
D = GN � öèêëè÷åñêàÿ õîëëîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò
êâàäðàòîâ è M � êàðòåðîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.2.12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

2.2.14 Òåîðåìà [3]. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ HS-âëîæåííîé ïîäãðóïïîé

â G.
(2) Íèëüïîòåíòíûé êîðàäèêàë GN ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ õîëëîâîé öèêëè-

÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ.
(3) G = D o M , ãäå D � õîëëîâà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G

ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ, M íèëüïîòåíòíà â G, à òàêæå M è D
ÿâëÿþòñÿ õîëëîâûìè ïîäãðóïïàìè â G.

37Li, S. CLT−groups with Hall S-quasinormally embedded subgroups / S. Li, J. Lio // Ukrain. Math.
Journal. � 2014. � Vol. 66 � P. 1281�1287.
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Â ðàçäåëå 2.3 äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû ãðóïïû ñ Hσ-íîðìàëüíî âëîæåí-
íûìè ïîäãðóïïàìè.

Ïóñòü Π ⊆ σ è Π′ = σ \ Π. Òîãäà íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ Π-

÷èñëîì, åñëè σ(n) ⊆ Π. ÃðóïïàG íàçûâàåòñÿ Π-ãðóïïîé, åñëè |G| ÿâëÿåòñÿ Π-
÷èñëîì. Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ õîëëîâîé Π-ïîäãðóïïîé â G, åñëè
A �Π-ãðóïïà è |G : A| � Π′-÷èñëî. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ Π-íèëüïîòåíòíîé,
åñëè G = A×B, ãäå A � σ-íèëüïîòåíòíàÿ õîëëîâà Π-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è
B � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ Π-ñóáíîðìàëüíîé â G, åñëè â G ñó-
ùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An = G,

ãäå ëèáî Ai−1 EAi, ëèáî ñåêöèÿ Ai/(Ai−1)Ai ÿâëÿåòñÿ σi-ãðóïïîé äëÿ íåêîòî-
ðîãî σi ∈ Π, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Ìíîæåñòâî H ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì õîëëîâûì Π-

ìíîæåñòâîì ãðóïïû G, åñëè êàæäûé ÷ëåí 6= 1 èç H � õîëëîâà σi-ïîäãðóïïà
â G äëÿ íåêîòîðîãî σi ∈ Π è H ñîäåðæèò òî÷íî îäíó õîëëîâó σi-ïîäãðóïïó
èç G äëÿ êàæäîãî σi ∈ Π ∩ σ(G). Ìû ãîâîðèì, ÷òî: (i) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ
Π-ïðèìàðíîé, åñëè G � σi-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî σi ∈ Π; (ii) ãëàâíûé ôàêòîð
H/K ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Π-öåíòðàëüíûì â G, åñëè (H/K) o (G/CG(H/K))
ÿâëÿåòñÿ Π-ïðèìàðíîé ãðóïïîé.

Âñå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ Π�
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, äîêàçàííûõ â äàííîì ðàçäåëå.

2.3.6 Òåîðåìà. Ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíû:
(i) Ãðóïïà G Π�íèëüïîòåíòíà.
(ii) Êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Π-öåíòðàëüíûì â G.
(iii) Êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Π-

ñóáíîðìàëüíîé â G.
(iv) Ãðóïïà G èìååò ïîëíîå õîëëîâî Π-ìíîæåñòâî H = {H1, . . . , Ht}

òàêîå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ìíîæåñòâà H ÿâëÿåòñÿ Π-ñóáíîðìàëüíûì â G è
êàæäûé ÷ëåí ýòîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèéñÿ Π′-ãðóïïîé, íèëüïîòåíòåí.

(v) Êàæäàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Π-ñóáíîðìàëüíîé â G.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
2.3.7 Òåîðåìà [5]. Ëþáûå äâà èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòû:
(i) Êàæäàÿ ïîäãðóïïà èç G ÿâëÿåòñÿ Hσ-íîðìàëüíî âëîæåííîé â G.
(ii)G = GNσoM ÿâëÿåòñÿ HσE-ãðóïïîé, ãäå GNσ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà

ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ è M � äåäåêèíäîâà ãðóïïà.
(iii) G = D oM , ãäå D � σ-õîëëîâà öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà G ïîðÿäêà

ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ñ |σ(D)| = |π(D)| è M � äåäåêèíäîâà ãðóïïà.
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Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}, èç òåîðåìû 2.3.7 âûòåêàåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

2.3.8 Ñëåäñòâèå (Ø. Ëè, Ä. Ëèy36). Êàæäàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâ-
ëÿåòñÿ Hn-âëîæåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G = DoM , ãäå D = GN � öèêëè÷åñêàÿ õîëëîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà
ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ è M � äåäåêèíäîâà ãðóïïà.

Â ãëàâå 3 èçó÷àåòñÿ ñòðîåíèå ãðóïïû G ïðè óñëîâèè, ÷òî íåêîòîðûå ïîä-
ãðóïïû â G ÿâëÿþòñÿ H-ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü íàéäåíû íî-
âûå êðèòåðèè ãèïåðöèêëè÷íîñòè íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ PST -ãðóïïîé, åñëè S-ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì â G, ò.å. êàæäàÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S-
ïåðåñòàíîâî÷íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G. Â
ðàçäåëå 3.1 îïèñàíî ñòðîåíèå ðàçðåøèìûõ ãðóïï, â êîòîðûõ âñå ñóáíîðìàëü-
íûå ïîäãðóïïû H-ïåðåñòàíîâî÷íû.

3.1.9 Òåîðåìà [1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ðàçðåøèìà è îíà èìååò òà-
êîå ïîëíîå õîëëîâî σ-ìíîæåñòâî H, ÷òî êàæäûé ÷ëåí H ìíîæåñòâà H
ÿâëÿåòñÿ PST -ãðóïïîé. Òîãäà êàæäàÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G

H-ïåðåñòàíîâî÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = D o M � ñâåðõðàç-
ðåøèìàÿ ãðóïïà, ãäå D = GNσ � àáåëåâà õîëëîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G è D
èìååò íå÷åòíûé ïîðÿäîê, â ñëó÷àå, êîãäà D 6= 1, è êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
M èíäóöèðóåò ñòåïåííîé àâòîìîðôèçì â ãðóïïå D.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, . . .}, ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 3.1.9 ñëåäó-
þùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

3.1.10 Ñëåäñòâèå (Ð.Ê. Àãðàâàë44). Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ
PST -ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = D o M � ñâåðõðàçðåøè-
ìàÿ ãðóïïà, ãäå D = GN � àáåëåâà õîëëîâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G íå÷åòíîãî
ïîðÿäêà, â êîòîðîé âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû â G.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé PST -
ãðóïïîé, ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 3.1.9 è ñëåäñòâèÿ 3.1.10 ñëåäóþùóþ íîâóþ
õàðàêòåðèçàöèþ ðàçðåøèìûõ PST -ãðóïï.

3.1.11 Ñëåäñòâèå. Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ PST -ãðóïïîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò òàêîå ïîëíîå ìíîæåñòâî S ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ìíîæåñòâà S ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñå-
ìè ñóáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G.

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà E ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ãèïåðöèê-
ëè÷åñêè âëîæåííîé â G46, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G íèæå E

36Li, S. On Hall subnormally embedded and generalized nilpotent groups / S. Li, J. Liu // J. Algebra. �
2013. � Vol. 388. � P. 1�9.

44Agrawal, R.K. Finite groups whose subnormal subgroups permute with all Sylow subgroups / R.K.
Agrawal //Proc. Amer. Math. Soc. � 1975. � Vol. 47, � 1. � P. 77�83.

46Schmidt, R. Subgroup lattices of groups /R. Schmidt. � Berlin-NewYork: Walter de Gruyter, 1994. � 572 p.
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öèêëè÷åí. Â ðàçäåëå 3.2 áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
3.2.8 Òåîðåìà [1]. Ïóñòü E � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G îáëàäàåò òàêèì ïîëíûì õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì
H = {H1, . . . , Ht}, ÷òî Hi ∩ E íèëüïîòåíòíà äëÿ i ∈ {1, . . . , t} è êàæ-
äûé ýëåìåíò H ∈ H ñ íåöèêëè÷åñêîé ðîäãðóïïîé H ∩ E ñâåðõðàçðåøèì.
Åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Hi ∩ E H-ïåðåñòàíîâî÷íû äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , t} òàêèõ, ÷òî Hi ∩ E íå öèêëè÷íà, òîãäà E ãèïåðöèêëè÷åñêè
âëîæåíà â G.

Ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 3.2.8 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.
3.2.9 Ñëåäñòâèå (Á. Õóïïåðò45 è Ì. Àñààä, À.À. Õåëèýëü39). Åñëè G

èìååò òàêîå ïîëíîå ìíîæåñòâî S ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, ÷òî êàæäàÿ ïîä-
ãðóïïà â S ïåðåñòàíîâî÷íà ñ âñåìè ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ëþáîãî
÷ëåíà ìíîæåñòâà S, òîãäà G ñâåðõðàçðåøèìà.

3.2.11 Ñëåäñòâèå (Ì. Àñààä, À.À. Õåëèýëü39). Ïóñòü F � íàñûùåííàÿ
ôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ âñå ñâåðõðàçðåøèìûå ãðóïïû, è E � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñ G/E ∈ F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G èìååò òàêîå ïîëíîå
ìíîæåñòâî S ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
Pi∩E ïåðåñòàíîâî÷íû ñî âñåìè ÷ëåíàìè ìíîæåñòâà S äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t.
Òîãäà G ∈ F.

3.2.12 Ñëåäñòâèå (Â. Ãî, À.Í. Ñêèáà14). Ïóñòü E � íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G îáëàäàåò òàêèì ïîëíûì õîëëîâûì
σ-ìíîæåñòâîì H = {H1, . . . , Ht}, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà H ∈ H íèëüïî-
òåíòíà. Åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Hi ∩ E H-ïåðåñòàíîâî÷íû
äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , t}, òîãäà E ãèïåðöèêëè÷åñêè âëîæåíà â G.

45Huppert, B. Zur Sylowstruktur Au�osbarer Gruppen, II / B. Huppert // Arch. Math. � 1964. � Vol. 15. �
P. 251�257.

39Asaad, M. On permutable subgroups of �nite groups / M. Asaad, A.A. Heliel // Arch. Math. � 2003. �
Vol. 80, � 2. � P. 113�118.

14Guo, W. Finite groups with permutable complete Wielandt sets of subgroups / W. Guo, A.N. Skiba // J.
Group Theory. � 2015. � Vol. 18. � P. 191�200.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå σ-

ñâîéñòâ êîíå÷íûõ ãðóïï.
Èçó÷åíû ãðóïïû, îáëàäàþùèå ñèñòåìàìè Hθ-âëîæåííûõ ïîäãðóïï äëÿ

ñëó÷àåâ, êîãäà θ îçíà÷àåò ¾Π-ïåðåñòàíîâî÷íîñòü¿, ¾Π-ñóáíîðìàëüíîñòü¿,
¾íîðìàëüíîñòü¿. Â òåîðåìå 2.1.12 [4, 6] ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ
Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííûìè ïîäãðóïïàìè. Òåîðåìû 2.2.9 [4,6] è 2.2.12 [2,4]
ïîçâîëèëè ïîëíîñòüþ îïèñàòü ãðóïïû ñ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûìè ïîä-
ãðóïïàìè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ãðóïïàõ σ-íèëüïîòåíòíûé êî-
ðàäèêàë ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ñâîáîäíîãî îò êâàä-
ðàòîâ (òåîðåìà 2.2.9 [4, 6]). Ñëåäñòâèÿìè òåîðåì 2.1.12, 2.2.9 [4, 6] è 2.2.12 [2]
ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû À. Áàëëåñòåð-Áîëèíøå è Ñ.Õ. Êèàî34, Ø. Ëè,
Ä. Õè, Ã. Íîíã è Ë. ×æîó35, Ø. Ëè è Ä. Ëèó36,37.

Â äèññåðòàöèè òàêæå èññëåäîâàíû ãðóïïû ñ Hσ-íîðìàëüíî âëîæåííûìè
ïîäãðóïïàìè (òåîðåìà 2.3.7 [5]). Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè ïîëó-
÷èòü íîâûå õàðàêòåðèçàöèè Π-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Òåîðåìà 2.3.6 ïîçâîëÿåò
îòâåòèòü íà âîïðîñ î Π-íèëüïîòåíòíîñòè ãðóïï, êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Π-ñóáíîðìàëüíîé.

Èçó÷åíà ñòðóêòóðà ãðóïïû ïðè óñëîâèè, ÷òî íåêîòîðûå ïîäãðóïïû
â ãðóïïå ÿâëÿþòñÿ H-ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Óñèëåí êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò
Àãðàâàëÿ44 î ãðóïïàõ ñ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì S-êâàçèíîðìàëüíîñòè.
Îïèñàíî ñòðîåíèå ðàçðåøèìûõ ãðóïï, â êîòîðûõ âñå ñóáíîðìàëüíûå ïîä-
ãðóïïûH-ïåðåñòàíîâî÷íû. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ðàçðåøèìûõ ãðóïï, â êîòîðîé
êàæäûé ÷ëåí ïîëíîãî õîëëîâîãî σ-ìíîæåñòâà H ÿâëÿåòñÿ PST -ãðóïïîé è
êàæäàÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ H-ïåðåñòàíîâî÷íîé (òåî-
ðåìà 3.1.9 [1]). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.1.9 ïîëó÷åíî îïèñàíèå ðàç-
ðåøèìûõ ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PST -ãðóïïàìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæ-
äûé ÷ëåí ïîëíîãî ìíîæåñòâà ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè
ñóáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè. Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé ãèïåðöèêëè÷íîñòè
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû (òåîðåìà 3.2.8 [1]). Ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû

34Ballester-Bolinches, A. On a problem posed by S. Li and J. Liu / A. Ballester-Bolinches, S.H. Qiao // Arch.
Math. � 2014. � Vol. 102. � P. 109�111.

35Li, S. On Hall normally embedded subgroups of �nite groups / S. Li, J. He, G. Nong, L. Zhou // Comm.
Algebra. � 2009. � Vol. 37. � P. 3360�3367.

36Li, S. On Hall subnormally embedded and generalized nilpotent groups / S. Li, J. Liu // J. Algebra. �
2013. � Vol. 388. � P. 1�9.

37Li, S. CLT−groups with Hall S-quasinormally embedded subgroups / S. Li, J. Lio // Ukrain. Math.
Journal. � 2014. � Vol. 66 � P. 1281�1287.

44Agrawal, R.K. Finite groups whose subnormal subgroups permute with all Sylow subgroups / R.K.
Agrawal //Proc. Amer. Math. Soc. � 1975. � Vol. 47, � 1. � P. 77�83.
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3.2.8 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Â. Ãî è À.Í. Ñêèáû14, Ì. Àñààäà è
À.À. Õåëèýëÿ39, Á. Õóïïåðòà45.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ
Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ
ïî òåîðèè ñîñòàâíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï, ïðîâîäèìûõ â Ãîìåëüñêîì, Áðåñòñêîì,
Âèòåáñêîì, Ïîëîöêîì è Áåëîðóññêîì ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòàõ.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â äèññåðòàöèè, ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íîâûå
õàðàêòåðèçàöèè ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè õîëëîâûõ ïîäãðóïï, à òàêæå
ïîëó÷èòü îïèñàíèå îáîáùåííûõ CLT -ãðóïï. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åí-
íûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè îáîáùèòü è ðàçâèòü íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû òàêèõ èçâåñòíûõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ, êàê
Ð.Ê. Àãðàâàë, Ì. Àñààä, À. Áàëëåñòåð-Áîëèíøå, Â. Ãî, Ñ.Õ. Êèàî, Ø. Ëè,
Ä. Ëèó, Ã. Íîíã, À.Í. Ñêèáà, À.À. Õåëèýëü, Ä. Õè, Á. Õóïïåðò, Ë. ×æîó.
Ýòîò ôàêò, à òàêæå òî, ÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â àíãëîÿçû÷íûõ æóðíàëàõ [1�4], ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîñòè èõ èñïîëü-
çîâàíèÿ íå òîëüêî â íàó÷íûõ öåíòðàõ Áåëàðóñè, íî è çà åå ïðåäåëàìè.

Î ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñâèäåòåëüñòâóåò èõ
èñïîëüçîâàíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, íàïèñàíèè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò è äèñ-
ñåðòàöèé (àêòû âíåäðåíèÿ îò 14.06.2017). Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òàêæå
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè.

14Guo, W. Finite groups with permutable complete Wielandt sets of subgroups / W. Guo, A.N. Skiba // J.
Group Theory. � 2015. � Vol. 18. � P. 191�200.

39Asaad, M. On permutable subgroups of �nite groups / M. Asaad, A.A. Heliel // Arch. Math. � 2003. �
Vol. 80, � 2. � P. 113�118.

45Huppert, B. Zur Sylowstruktur Au�osbarer Gruppen, II / B. Huppert // Arch. Math. � 1964. � Vol. 15. �
P. 251�257.
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Ciíiöà Äàð'ÿ Àëzêñàíäðà²íà

Êàíå÷íûÿ ãðóïû ç çàäàäçåíûìi
ñiñòýìàìi õîëàâûõ ïàäãðóï

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: êàíå÷íàÿ ãðóïà, σ-íiëüïàòýíòíàÿ ãðóïà, σ-
âûðàøàëüíàÿ ãðóïà, PST -ãðóïà, àáàãóëüíåíàÿ CLT -ãðóïà, σ-ñóáíàðìàëüíàÿ
ïàäãðóïà, σ-ïåðàñòàíîâà÷íàÿ ïàäãðóïà, Hσ-ïåðàñòàíîâà÷íà óêëàäçåíàÿ ïàä-
ãðóïà, H-ïåðàñòàíîâà÷íàÿ ïàäãðóïà.

Ìýòà ïðàöû: àïiñàííå ãðóï ç çàäàäçåíûìi ñiñòýìàìi õîëàâûõ ïàäãðóïï.
Ìåòàäû äàñëåäàâàííÿ: ìåòàäû àáñòðàêòíàé òýîðûi ãðóï i ìåòàäû òýî-

ðûi ëiêà², ìåòàäû êëàñà² ãðóï, ó ïðûâàòíàñöi, ìåòàäû òýîðûi ôàðìàöûé.
Àòðûìàíûÿ âûíiêi i iõ íàâiçíà. Äàñëåäàâàíû àãóëüíû áóäûíàê êà-

íå÷íûõ Π-íiëüïàòýíòíûõ ãðóï. Àòðûìàíà ïî²íàå àïiñàííå êàíå÷íûõ ãðóï
ç Hσ-ñóáíàðìàëüíà óêëàäçåíûìi ïàäãðóïàìi i ïî²íàå àïiñàííå êàí÷àòêîâûõ
ãðóï ç Hσ-ïåðàñòàíîâà÷íà óêëàäçåíûìi ïàäãðóïàìi. Ðàñïðàöàâàíû íîâû ïà-
äûõîä äà äàñëåäàâàííÿ PST -ãðóï. Àòðûìàíû íîâû êðûòýðûé ãiïåðöûêëi÷-
íàñöi íàðìàëüíàé ïàäãðóïû ãðóïû.

Ðýêàìåíäàöûi ïà âûêàðûñòàííi. Àòðûìàíûÿ âûíiêi íîñÿöü òýàðý-
òû÷íû õàðàêòàð i ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû ² ñó÷àñíàé òýîðûi êàíå÷íûõ
ãðóï. Ìàòýðûÿëû äûñåðòàöûi áóäóöü òàêñàìà êàðûñíûÿ ïðû ÷ûòàííi ñïåö-
êóðñà² ïà òýîðûi ãðóï äëÿ ñòóäýíòà² ìàòýìàòû÷íûõ ñïåöûÿëüíàñöÿ², ïðû
ïàäðûõòî²öû êóðñàâûõ i äûïëîìíûõ ïðàö, ìàãiñòàðñêiõ i êàíäûäàöêiõ äû-
ñåðòàöûé.

Âîáëàñöü ïðûìÿíåííÿ: ñó÷àñíàÿ òýîðûÿ ãðóï i òýîðûÿ ôàðìàöûé.
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ÐÅÇÞÌÅ

Ñèíèöà Äàðüÿ Àëåêñàíäðîâíà

Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ çàäàííûìè
ñèñòåìàìè õîëëîâûõ ïîäãðóïï

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íàÿ ãðóïïà, σ-íèëüïîòåíòíàÿ ãðóï-
ïà, σ-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, PST -ãðóïïà, îáîáùåííàÿ CLT -ãðóïïà, σ-
ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà, Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî
âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà, H-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà.

Öåëü ðàáîòû: îïèñàíèå ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè õîëëîâûõ ïîä-
ãðóïï.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ: ìåòîäû àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï è ìåòîäû
òåîðèè ÷èñåë, ìåòîäû êëàññîâ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû òåîðèè ôîðìàöèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è èõ íîâèçíà. Èññëåäîâàíî îáùåå ñòðîå-
íèå êîíå÷íûõ Π-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ
ãðóïï ñ Hσ-ñóáíîðìàëüíî âëîæåííûìè ïîäãðóïïàìè è ïîëíîå îïèñàíèå êî-
íå÷íûõ ãðóïï ñ Hσ-ïåðåñòàíîâî÷íî âëîæåííûìè ïîäãðóïïàìè. Ðàçðàáîòàí
íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ PST -ãðóïï. Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé ãèïåð-
öèêëè÷íîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû.

Ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íîñÿò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñîâðåìåííîé òåîðèè
êîíå÷íûõ ãðóïï. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè áóäóò òàêæå ïîëåçíû ïðè ÷òåíèè
ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ãðóïï äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé,
ïðè ïîäãîòîâêå êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò, ìàãèñòåðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ
äèññåðòàöèé.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ãðóïï è òåîðèÿ ôîðìàöèé.
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SUMMARY

Sinitsa Darya Aleksandrovna

Finite groups with given
systems of Hall subgroups

Keywords: �nite group, σ-nilpotent group, σ-soluble group, PST -group,
generalized CLT -group, σ-subnormal subgroup, σ-permutable subgroup, Hσ-
subnormaly embedded subgroup, Hσ-permutably embedded subgroup, H-
permutable subgroup.

Research aim: the description of groups with given systems of Hall
subgroups.

Research methods: methods of the abstract group theory and methods of
the number theory, methods of the class theory, in particular, methods of the
formation theory.

Obtained results and their novelty. The general structure of �nite
Π-nilpotent groups is established. The structure of �nite groups with Hσ-
subnormally embedded subgroups and the structure of �nite groups with
Hσ-permutably embedded subgroups are described. A new approach to the
investigation of PST -groups is developed. New criterion of hypercyclicity of a
normal subgroup of a �nite group is obtained.

Recommendations for use. The obtained results are theoretical and they
can be used in the modern theory of �nite groups. The dissertation materials
are also useful in reading special courses on the group theory for students of
mathematical specialities, preparing of terms and diploma papers, master of
philosophy and doctor of philosophy dissertations.

Application �eld: the modern group theory and the formation theory.
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