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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность функциональных исчислений для теории операторов обу-
словлена тем, что они позволяют использовать при исследовании операторов
методы теории функций, облегчают и упрощают вычисления, связанные с
операторами, используются при их классификации, дают возможность стро-
ить операторы с заданными свойствами. Кроме того, они являются действен-
ным инструментом теории дифференциально-операторных уравнений и весь-
ма важны для некоторых разделов теоретической физики.

Построением и развитием различных функциональных исчислений за-
нимались Р. Аренс, С. Берг, С. Бохнер, Л. Вальбрук, И. М. Гельфанд,
М. В. Горбачук, Дж. Данфорд, Е. Дынькин, В. А. Еровенко, А. Кальде-
рон, Т. Като, С. Г. Крейн, О. В. Лопушанский, А. Лаппо-Данилевский,
Макинтош, В. П. Маслов, Я. Микусинский, А. Р. Миротин, Мурье,
Дж. фон Нейман, В. В. Пеллер, Е. И. Пустыльник, Я. В. Радыно, Ф. Рисс,
Б. Секефальви-Надь, Дж. Тейлор, Ч. Фояш, Р. Фейнман, Р. Филлипс,
Э. Хилле, Ф. Хирш, М. Хаас, Р. Шиллинг, Г. Е. Шилов и многие другие.

В настоящее время имеется ряд функциональных исчислений для клас-
сов операторов в гильбертовых и банаховых пространствах, использующих
различные пространства функций (символов), определенных на спектре этих
операторов. Одними из важнейших являются функциональные исчисления
фон Неймана-Мурье-Данфорда самосопряженных и унитарных операторов
в гильбертовых пространствах, а также голоморфные функциональные ис-
числения Рисса-Данфорда и Данфорда-Тейлора в банаховых пространствах.
Последнее исчисление строится для замкнутых операторов на основе класса
функций, голоморфных в окрестности спектра оператора и в бесконечности.
Однако в ряде случаев возникает необходимость рассмотрения таких функ-
ций от неограниченных операторов в банаховых пространствах, которые не
голоморфны в окрестности спектра оператора либо в бесконечности. Среди
исчислений подобного типа важное место занимает функциональное исчисле-
ние Ф. Хирша, использующее операторно-монотонные функции. В дальней-
шем оно развивалось также Е. И. Пустыльником, С. Бергом, Бояджиевым,
де Лаубенфелсом, М. В. Горбачуком, А. В. Князюком, А. Р. Мироти-
ным и другими. Указанное исчисление нашло важные применения к теории
потенциала (Ф. Хирш) и теории дифференциально-операторных уравнений
(М. В. Горбачук, В. И. Горбачук, А. В. Князюк). Исчисление Хирша приме-
нимо лишь к операторам, спектр которых не пересекает данный луч. Однако
нередко встречается ситуация, когда спектр не пересекает лишь промежуток
конечной длины (например, спектры дифференциальных операторов часто
имеют лакуны). В этом случае исчисление Хирша неприменимо, и возника-
ет актуальная проблема построения соответствующих этой ситуации новых
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функциональных исчислений. Исчисление подобного типа строится в данной
работе, что позволяет рассматривать новые классы операторов.

В результате выполненного исследования в диссертации введены но-
вые классы функций (классы Q[a, b] и T [a, b]), изучены их свойства, и на ос-
нове класса Q[a, b] определено и развито новое функциональное исчисление
(Q[a, b] − Qb-исчисление) замкнутых операторов, резольвентное множество
которых содержит конечный промежуток (a, b), включающее теоремы обра-
щения, об отображении спектра, непрерывности, устойчивости и единствен-
ности, решены вопросы согласования построенного исчисления с известными,
доказаны теоремы о сложной функции, правила умножения и ряд других. Да-
ны приложения полученных результатов к решению операторных уравнений,
которые ранее не исследовались.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами

Работа проводилась на кафедре математического анализа Гомельского
государственного университета им. Ф. Скорины в рамках следующих научно-
исследовательских работ:

—"Исследование классов операторов, ассоциированных с полугруппа-
ми"(2011 - 2015 годы, номер госрегистрации 20111164). Тема диссертацион-
ной работы соответствует приоритетному направлению научных исследова-
ний Республики Беларусь на 2011-2015 годы "Физические и математические
методы и их применение для решения актуальных проблем естествознания,
техники, новых технологий, экономики и социальных наук";

— в 2014 году соискателем был получен грант Министерства об-
разования Республики Беларусь для аспирантов на выполнение научно-
исследовательской работы по теме "Функциональное Qb-исчисление от за-
мкнутых операторов на основе классов функций М.Г. Крейна"(шифр УДК
517.984, номер госрегистрации в БелИСА – 20140739);

— соискатель являлся обладателем стипендии Президента Республики
Беларусь в 2014 году.

Цель и задачи исследования

Целью диссертационной работы является построение функционального
исчисления замкнутых операторов в банаховом пространстве, резольвентное

2



множество которых содержит данный промежуток, использующего в каче-
стве символов классы функций Маркова и связанные с ними классы функ-
ций.

Для достижения этой цели были решены следующие задачи:
1) ввести конусы функций Q[a, b] и T [a, b], естественным образом свя-

занные с классом R[a, b] функций Маркова и классом S[a, b], введенными
М. Г. Крейном; доказать теоремы об интегральном представлении функций
рассмотренных классов и описать их свойства, дающие возможность исполь-
зовать их в качестве символов функциональных исчислений;

2) построить функциональное исчисление (Q[a, b]-исчисление) замкну-
тых операторов в банаховом пространстве, спектры которых не пересекаются
с данным отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказать та-
кие свойства этого исчисления, как теоремы обращения, теорема об отображе-
нии спектров, правило умножения, свойства непрерывности, единственности,
устойчивости;

3) получить распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опе-
раторов, включающий операторы с лакуной в спектре, содержащий все слабо
негативные (Qb-исчисление). Для построенного исчисления установить теоре-
мы обращения, теорему об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правило умножения, выяснить взаимоотноше-
ние этого исчисления с известным функциональным исчислением Ф. Хирша.
Рассмотреть приложения построенной теории к проблеме обратимости опе-
раторов и решению операторных уравнений.

Объектом исследования являются замкнутые операторы в банаховом
пространстве, спектр которых не пересекается с данным промежутком.

Предметом исследования являются функциональные исчисления за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектр которых не пересе-
кается с данным промежутком, использующие в качестве символов классы
функций Маркова и связанные с ними классы функций.

Научная новизна

Введённые в диссертации классы функций Q[a, b] и T [a, b] являются
новыми. Впервые на их основе были построены функциональное исчисление
замкнутых неограниченных операторов в банаховых пространствах, спектр
которых не пересекается с отрезком [a, b] (Q[a, b]-исчисление), и исчисление
замкнутых неограниченных операторов, спектр которых не пересекается с
промежутком [a, b) ( Qb-исчисление).
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Положения, выносимые на защиту

1. Введение новых классов функций Q[a, b] и T [a, b], связанных с клас-
сом R[a, b] функций Маркова и классом S[a, b] М. Г. Крейна, доказательство
теорем об интегральном представлении функций введенных классов и описа-
ние их свойства, дающих возможность использовать их в качестве символов
функциональных исчислений. Ранее классы Q[a, b] и T [a, b] не рассматрива-
лись.

2. Построение функционального исчисления (Q[a, b]-исчисления) за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектр которых не пересека-
ется с отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказательство
теорем обращения, об отображении спектров, правила умножения, свойств
непрерывности, единственности, устойчивости для этого исчисления. Ранее
подобное исчисление не рассматривалось.

3. Распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс операторов,
спектр которых не пересекается с данным промежутком, содержащий все
слабо негативные (Qb-исчисление); доказательство для построенного исчис-
ления теорем обращения, об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правила умножения. Ранее в этом направле-
нии было известно исчисление Ф. Хирша, оперирующее более узким классом
операторов (но более широким классом символов), чем Qb-исчисление.

Личный вклад соискателя учёной степени

Основные результаты, приведенные в диссертации, получены автором
самостоятельно. Роль научного руководителя А. Р. Миротина состояла в вы-
боре направления исследований, постановке рассмотренных в диссертации за-
дач, анализе полученных результатов. В совместных работах основные идеи
и методы принадлежат научному руководителю, а их реализация — соиска-
телю. Остальные работы соискателя опубликованы без соавторов.

Апробация диссертации и информация об использовании её
результатов

Результаты диссертации докладывались на следующих конференциях:
- Республиканская научная конференция студентов и аспирантов Рес-

публики Беларусь НИРС-2011, 18 октября 2011 г., Минск;
- XV Республиканская научная конференция студентов и аспирантов

Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2012 г., ГГУ им. Ф. Ско-
рины);
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- XI Белорусская математическая конференция (ноябрь 2012 г., БГУ)
[13];

- XVI Республиканская научная конференция студентов и аспирантов
Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2013 г., Г Г У им. Ф. Ско-
рины);

- Республиканская научно-методическая конференция молодых учёных
(май 2013 г., БрГУ им. А. С. Пушкина);

- Крымская международная математическая конференция (сентябрь
2013 г., г. Судак);

- XVII Республиканская научная конференция студентов и аспирантов
Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2014 г., Г Г У им. Ф. Ско-
рины);

- Четвёртая международная научная конференция: "Современные
методы и проблемы теории операторов и гармонического анализа и их
приложения-IV"(27 апреля— 1 мая 2014 года Южный федеральный универ-
ситет при участии НОУ "Учебный центр "Знание Ростов-на-Дону).

Результаты диссертации вошли в состав трёх заключительных отчетов
по НИР. Они также докладывались на научных семинарах в Белорусском
государственном университете, Гродненском государственном университете
им. Я. Купалы и Гомельском государственном университете им. Ф. Скорины.

Опубликование результатов диссертации

Результаты диссертации опубликованы в 15 научных работах. Из них 6
статей в научных журналах в соответствии с пунктом 18 Положения о при-
суждении ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике Бела-
русь (общим объёмом 2,91 авторских листа), 5 статей в сборниках научных
трудов и материалов конференций, 4 тезисов докладов (общим объёмом 0,68
авторских листа).

Структура и объём диссертации

Диссертационная работа состоит из перечня условных обозначений, вве-
дения, общей характеристики работы, трех глав, заключения и библиографи-
ческого списка. Полный объем работы составляет 107 страниц, в том числе
5 рисунков на 3 страницах. Библиографический список состоит из 71 наиме-
нования, включая 15 публикаций соискателя.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Глава 1 диссертационной работы является реферативной. В ней приве-

ден аналитический обзор литературы по теме исследования, дана постановка
задачи и описана общая концепция работы. В подразделе "Предварительные
сведения"приведены основные понятия и утверждения из ряда математиче-
ских областей, используемых в диссертационном исследовании.

Определение 1. Говорят, что функция g относится к классу R[a, b]
(a < b), если она голоморфна в верхней полуплоскости, Im(g(z)) ≥ 0 при
Im(z) > 0, голоморфна и положительна на (−∞, a) и голоморфна и отри-
цательна на (b,∞).

Функции класса R[a, b] называются функциями Маркова. Они имеют в
точности вид:

g(z) =

? b

a

dτ (t)

t− z
, (1)

где τ — единственная ограниченная положительная регулярная борелевская
мера на R, сосредоточенная на [a, b] ("представляющая мера") 1.

Определение 2. Пусть a < b. Говорят, что функция s(z) при-
надлежит классу S[a, b], если она голоморфна в верхней полуплоскости,
Im(s(z)) ≥ 0 при Im(z) > 0, и голоморфна и положительна на интерва-
лах (−∞, a) и (b,∞).

Функции класса S[a, b] допускают следующее интегральное
представление:1

s(z) = (b− z)

? b

a

dτ (t)

t− z
= (b− z)g(z), (2)

где τ—ограниченная положительная мера, g(z) ∈ R[a, b], а z ∈ C \ [a, b].
В главе 2 введены и изучены классы символов Q[a, b], ?Q[a, b] и T [a, b],

связанные с классом функций Маркова. Построены основанные на этих клас-
сах функциональные исчисления от замкнутых операторов в банаховом про-
странстве, спектр которых не пересекает отрезок [a, b]. В частности, в разделе
2.1 вводится класс символов Q[a, b].

Определение 3. [1] Пусть a < b. Положим

Q[a, b] = {ϕ|ϕ(z) = 1/g(z), g ∈ R[a, b]}.

Интегральное представление функций класса Q[a, b] даёт следующая
1Крейн, М. Г. Проблема моментов Маркова и экстремальные задачи/ М. Г. , Крейн, А. А. Нудельман

— М.: Наука, 1973. — 551 с.
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Теорема 1. [7] Для того чтобы функция ϕ принадлежала классу
Q[a, b], необходимо и достаточно, чтобы её можно было представить в
виде

ϕ(z) = α + βz − h(z), (3)

где h ∈ R[a, b] ∪ {0}, интегралы, представляющие, h(a) и h(b) по формуле
(1), сходятся, а числа α и β удовлетворяют следующим условиям:





α + βa− h(a) ≥ 0
α + βb− h(b) ≤ 0

β < 0.

Кроме того, такое представление единственно.
Данная теорема служит основой для определения Q[a, b]-исчисления.
В следующем разделе определяется вспомогательное R[a, b]-

исчисление. Далее σ(A) и ρ(A) — спектр и резольвентное множество
оператора A в комплексном банаховом пространстве X соответственно.

Определение 4. Обозначим через V[a,b](X) класс замкнутых плотно
определённых операторов A в пространстве X, для которых [a, b] ⊂ ρ(A).

Всюду ниже в определениях и результатах главы 2 A ∈ V[a,b](X).
Определение 5. Для функции g ∈ R[a, b] с интегральным представ-

лением (1) положим

g(A) =

b?

a

R(t, A)dτ (t), (4)

где R(t, A) = (tI − A)−1 — резольвента оператора A.
Возникающее исчисление названо R[a, b]-исчислением. Показано, что

оно является частью голоморфного функционального исчисления.
В разделе 2.3 определяется Q[a, b]-исчисление.
Определение 6. Для функции ϕ ∈ Q[a, b] вида (3) положим

ϕ(A) := αI + βA− h(A) (5)

(D(ϕ(A)) = D(A)), где h(A) понимается в смысле определения 5.
Доказана теорема обращения для R[a, b]-исчисления.
Теорема 2. [7] Для любой функции g ∈ R[a, b] оператор g(A) имеет

левый обратный, задаваемый формулой

g(A)−1 = ϕ(A), (6)

где ϕ = 1/g, и правая часть понимается в смысле Q[a, b]-исчисления.
Справедлива следующая теорема обращения в Q[a, b]-исчислении.
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Следствие 1. [7] Пусть ϕ ∈ Q[a, b], g(z) = 1/ϕ(z). Тогда оператор
ϕ(A) ограниченно обратим, и его обратный можно вычислить по формуле

ϕ(A)−1 = g(A),

где правая часть понимается в смысле R[a, b]-исчисления.
В разделе 2.4 выяснена связь Q[a, b]-исчисления с функциональным ис-

числением Хирша. 2
В пятом разделе Q[a, b]-исчисление расширено следующим образом.
Определение 7. Обозначим через ?Q[a, b] линейную оболочку конуса

Q[a, b]. Таким образом, пространство ?Q[a, b] состоит из функций, опреде-
ленных на C \ [a, b] и представимых в виде

ϕ(z) = α + βz + γh(z), (7)

где h ∈ R[a, b], а α, β, γ — произвольные комплексные числа.
Определение 8. Для функции ϕ ∈ ?Q[a, b] вида (7) положим

ϕ(A) := αI + βA + γh(A)

(D(ϕ(A)) = D(A)), где h(A) понимается в смысле определения 5.
Данное функциональное исчисление названо ?Q[a, b]-исчислением. Свой-

ство устойчивости этого исчисления выражает
Теорема 3. [3] Пусть последовательность An ∈ V[a,b](X) такова, что

D(An) ⊃ D(A0) (n = 0, 1, . . . ). Рассмотрим функцию ϕ ∈ ?Q[a, b] вида (7),
где h имеет представляющую меру τ . Если Anx → A0x (n → ∞) при x ∈
D(A0), и существует такая f ∈ L1([a, b], τ ), что ?R(t, An)? ≤ f(t) при всех
t ∈ [a, b], n = 0, 1, 2, . . . , то ϕ(An)x → ϕ(A0) (n → ∞) при x ∈ D(A0).

Свойства непрерывности и единственности ?Q[a, b]-исчисления выража-
ет

Теорема 4. [3] Имеется единственное отображение ΨA из ?Q[a, b] в
множество замкнутых операторов в X, определенных на D(A), обладаю-
щее следующими свойствами:

1. ΨA линейно;

2. ΨA непрерывно в следующем смысле: если ϕn → ϕ равномерно на
компактных подмножествах C \ [a, b], то ΨA(ϕn)x → ΨA(ϕ)x (x ∈
D(A); n → ∞);

2Martinez, C. C. The theory of fractional powers of operators / C. C. Martinez, A. M. Sanz // – Elsiver,
Amsterdam-London-New York — 2001 – 365 p.
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3. ΨA(1) = I ;

4. ΨA(z) = A;

5. ΨA((λ− z)−1) = R(λ,A), где λ ∈ [a, b].

Это отображение имеет вид ΨA(ϕ) = ϕ(A).
Доказана теорема об отображении спектра в Q[a, b]-исчислении.
Теорема 5. [3] Пусть ϕ ∈ Q[a, b]. Тогда

σ(ϕ(A)) = ϕ(σ(A)).

Класс Q[a, b] не замкнут относительно произведений. Тем не менее,
можно дать следующее

Определение 9. Для функций ϕ1, ϕ2 ∈ Q[a, b] положим

(ϕ1ϕ2)(A) = (g1g2)(A)
−1,

где g1 = 1/ϕ1, g2 = 1/ϕ2, g1, g2 ∈ R[a, b].
Теорема 6. [3] Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Q[a, b]. Тогда

(ϕ1ϕ2)(A) = ϕ1(A)ϕ2(A).

Теорема о сложной функции в Q[a, b]-исчислении имеет следующий вид.
Теорема 7. [3] Если функция f голоморфна в C \ [a, b] и в беско-

нечности, отображает верхнюю полуплоскость и каждое из множеств
(−∞, a), (b,∞) в себя, то ϕ ◦ f ∈ Q[a, b] при ϕ ∈ Q[a, b], причем

(ϕ ◦ f)(A) = ϕ(f(A)),

где f(A) понимается в смысле голоморфного функционального исчисления.
В разделах 2.7 и 2.8 вводятся и изучаются вспомогательные функцио-

нальные исчисления с символами классов S[a, b] и T [a, b].
Определение 10. Для функции s(z) ∈ S[a, b] вида (2) положим

s(A)x := (bI − A)g(A)x (x ∈ X),

где оператор g(A) понимается в смысле определения 5.
Показано, что S[a, b]-исчисление является частью голоморфного.
Определение 11. Определим класс T [a, b], a < b следующим образом:

T [a, b] =

?
ψ(z)|ψ(z) = 1

s(z)
, s(z) ∈ S[a, b]

?
.
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Функции данного класса можно представить в следующем виде:

ψ(z) =
1

b− z
ϕ(z), ϕ(z) ∈ Q[a, b]. (8)

Определение 12. Для функции ψ(z) ∈ T [a, b] вида (8) положим

ψ(A)x = ϕ(A)R(b, A)x (x ∈ X),

где ϕ(A) понимается в смысле определения 6.
Данное функциональное исчисление названо T [a, b]-исчислением.
Следствием установленных в разделах 2.7 и 2.8 свойств T [a, b]- и S[a, b]-

исчислений и их связи с Q[a, b]-исчислением является вторая теорема об об-
ратном операторе в Q[a, b]-исчислении, содержащая в себе также свойство
симметрии класса Q[a, b].

Теорема 8. [3] Функция ϕ(z), определенная на C\[a, b], принадлежит
Q[a, b] тогда и только тогда, когда существует такая функция ϕ∗(z) ∈
Q[a, b], что ϕ(z)ϕ∗(z) = (a− z)(b− z). При этом

ϕ(A)−1 = ϕ∗(A)R(a, A)R(b, A).

Следствие 2. [3] Функция g(z) принадлежит R[a, b] тогда и только
тогда, когда существует такая функция g∗(z) ∈ R[a, b], что g(z)g∗(z) =
(a− z)−1(b− z)−1. При этом для всех x ∈ D(A2) справедливо равенство

g(A)−1x = g∗(A)(aI − A)(bI − A)x.

В качестве приложений в конце второй главы доказаны теоремы, поз-
воляющие разрешать некоторые классы операторных уравнений, и рассмот-
рены примеры применения этих теорем. Приведём две такие теоремы.

Из тождества

R(λ1, A) + R(λ2, A) = 2R(λ1, A)

?
λ1 + λ2

2
I − A

?
R(λ2, A)

следует, что сумма значений резольвенты оператора A может не иметь левого
обратного, но если A ∈ V[a,b](X), λ1, λ2 ∈ [a, b], то левый обратный существует.
Следующая теорема является обобщением этого замечания.

Теорема 9. [5] Пусть cj > 0, λj ∈ R (j = 1, . . . , n), n > 1, a =
minj λj, b = maxj λj и A ∈ V[a,b](X). Если

S =
n?

j=1

cjR(λj, A),
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то левый обратный к оператору S существует и имеет вид

S−1 =

?n
j=1 cjλj

(
?n

j=1 cj)
2
I − 1?n

j=1 cj
A−

n−1?

k=1

akR(tk, A),

где tk — все нули функции f(z) =
?n

j=1 cj/(λj − z), ak = 1/f ?(tk).
В силу теоремы 2 уравнение g(A)x = y имеет для любого y ∈ D(A)

единственное решение x = ϕ(A)y, где ϕ = 1/g ∈ Q[a, b], а для y /∈ D(A) оно
неразрешимо.

В следующей теореме рассматривается уравнение ln((dI−A)R(c, A))x=
y.

Теорема 10. [7] Пусть 0 ≤ a ≤ c < d ≤ b. Уравнение

d?

c

R(t, A)xdt = y

для любого y ∈ D(A) имеет единственное решение

x =
d + c

2(d− c)
y − 1

d− c
Ay −

d?

c

R(λ,A)y

ln2 d−λ
λ−c + π2

dλ.

В главе 3 расширен класс операторов, к которым применимы R[a, b]- и
Q[a, b]-исчисления, за счет некоторого сужения классов символов. А именно,
рассмотрен случай, когда один из концов отрезка [a, b] принадлежит спектру
оператора, в то время как символ непрерывен в этой точке. В отличие от
ситуации главы 2, построенное в главе 3 Rb-исчисление не является частью
голоморфного, так как символ класса Rb не обязан быть голоморфным в
окрестности спектра оператора A.

Определение 13. Скажем, что замкнутый плотно определенный
оператор A в пространстве X принадлежит классу Vb(X), если [0, b) ⊂
ρ(A), и для некоторого числа M > 0 выполняется неравенство

?R(t, A)? ≤ M

b− t
, t ∈ [0, b).

Для распространения R[a, b]-исчисления на класс Vb(X), класс симво-
лов R[a, b] несколько сужается.

Определение 14. Скажем, что функция g принадлежит классу
Rb, b > 0, если она принадлежит классу R[0, b] и непрерывна в точке z = b.
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Определение 15. Пусть g есть функция класса Rb с интегральным
представлением (1), A ∈ Vb(X). Определим оператор g(A) формулой (4), в
которой положено a = 0.

Возникшее функциональное исчисление названо Rb-исчислением. Об-
щий случай промежутка [a, b), где a ?= 0, сводится к Rb-исчислению с помо-
щью линейной замены переменных.

С целью введения Qb-исчисления дается
Определение 16. Пусть b > 0. Положим

Qb = {ϕ|ϕ = 1/g, g ∈ Rb}.

Для того чтобы функция ϕ принадлежала классу Qb, необходимо и
достаточно, чтобы её можно было представить в виде (3) с a = 0, где h ∈
Rb ∪ {0}.

Определение 17. Для A ∈ Vb(X), ϕ ∈ Qb оператор ϕ(A), D(ϕ(A)) :=
D(A) определяется формулой (5), в которой h(A) понимается в смысле
определения 15.

Возникающее функциональное исчисление названо Qb-исчислением.
Как и для Rb-исчисления, случай промежутка [a, b), где a ?= 0, сводится

к Qb-исчислению линейной заменой переменных.
Класс Rb не замкнут относительно произведений. В разделе 3.5 Rb-

исчисление расширено таким образом, что правило умножения справедливо.
Определение 18. Обозначим через Rb мультипликативную полу-

группу, порожденную классом Rb, т. е. состоящую из всевозможных функ-
ций вида G = g1 . . . gn, где g1, . . . , gn ∈ Rb;n ∈ N.

Определение 19. Для функции G = g1 . . . gn ∈ Rb и оператора A ∈
Vb(X) положим

G(A) := g1(A) . . . gn(A).

В полученном расширении Rb-исчисления имеют место правило умно-
жения, теорема обращения и теорема об отображении спектров.

Теорема 11. [6] 1) Для любых G,H ∈ Rb и A ∈ VbX) справедливо
равенство

(GH)(A) = G(A)H(A).

2) Пусть G = g1 . . . gn ∈ Rb и A ∈ VbX). Тогда оператор G(A) имеет
левый обратный

G(A)−1 = ϕ1(A) . . . ϕn(A),

где ϕi = 1/gi (i = 1, . . . , n).
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3) Пусть G ∈ Rb, A ∈ Vb(X). Тогда

σ(G(A)) = G(σe(A)),

где σe(A) — расширенный спектр оператора A.
Получена также следующая теорема обращения.
Теорема 12. [6], [14] Для функции g ∈ Rb и оператора A ∈ Vb(X)

справедливо равенство

g(A)−1x = g∗(A)(A2 − bA)x, x ∈ D(A2).

В разделе 3.6 установлены свойства непрерывности и единственности в
Rb-исчислении. Там же доказано следующее свойство устойчивости.

Теорема 13. [6] Пусть 0 < b1 ≤ b2 ≤ . . . , bn ↑ b0, а последователь-
ность операторов An ∈ Vbn(X) такова, что D(An) ⊃ D(A0) (n = 0, 1, . . . ).
Рассмотрим функцию g ∈ Rb1 вида (1), где положено a = 0, b = b1, с пред-
ставляющей мерой τ . Если Anx → A0x (n → ∞) при x ∈ D(A0), причем
существуют такие fn ∈ L1(τ ), что ?R(t, An)? ≤ fn(t) (n = 0, 1, . . . ; t ∈
[0, b1)), и fn(t) → f0(t) при t ∈ [0, b1),

? b1
0 fndτ →

? b1
0 f0dτ (n → ∞), то

g(An) → g(A0) (n → ∞) сильно.
Построенное Rb-исчисление позволило в разделе 3.7 развить исчисле-

ние на основе класса Qb. При этом свойства непрерывности, устойчивости и
единственности доказаны для следующего более широкого класса символов.

Определение 20. Обозначим через ?Qb линейную оболочку конуса Qb,
т. е. множество функций на C \ [0, b), представимых в виде

ϕ(z) = α + βz + γh(z), (9)

где h ∈ Rb, а α, β, γ — произвольные комплексные числа.
Определение 21. Для функции ϕ ∈ ?Qb вида (9) и оператора A ∈

Vb(X) положим (D(ϕ(A)) = D(A) при β ?= 0)

ϕ(A) := αI + βA + γh(A),

где h(A) понимается в смысле определения 15.
Это функциональное исчисление названо ?Qb-исчислением. В разделе

установлены свойство непрерывности и теорема единственности рассматри-
ваемого исчисления, аналогичные теореме 4.

Имеет место также свойство устойчивости ?Qb-исчисления.
Теорема 14. [6] Пусть последовательность операторов An ∈ Vb(X)

такова, что D(An) ⊃ D(A0) n = 0, 1, . . . ). Рассмотрим функцию ϕ ∈ ?Qb
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вида (9), где h имеет представляющую меру τ . Если Anx → A0x (n → ∞)
при x ∈ D(A0), причем существует такая f ∈ L1(τ ), что ?R(t, An)? ≤
f(t) (n = 0, 1, . . . ; t ∈ [0, b)), то ϕ(An)x → ϕ(A0)x (n → ∞) при x ∈ D(A0).

В разделе 3.8 Qb-исчисление расширено таким образом, что становится
справедливым правило умножения.

Определение 22. Обозначим через Qb мультипликативную полу-
группу, порожденную классом Qb, т. е. состоящую из всевозможных функ-
ций вида Φ = ϕ1 . . . ϕn, где ϕ1, . . . , ϕn ∈ Qb;n ∈ N.

Определение 23. Для функции Φ = ϕ1 . . . ϕn ∈ Qb и оператора A ∈
Vb(X) положим

Φ(A) := ϕ1(A) . . . ϕn(A).

Основные свойства Qb-исчисления выражает следующая
Теорема 15. [6] 1) Пусть Φ = ϕ1 . . . ϕn ∈ Qb, A ∈ Vb(X). Тогда опера-

тор Φ(A) ограниченно обратим, и его обратный можно найти по формуле

Φ(A)−1 = g1(A) . . . gn(A),

где gi = 1/ϕi (i = 1, . . . , n).
2) Для любых Φ,Ψ ∈ Qb и A ∈ Vb(X) справедливо равенство

(ΦΨ)(A) = Φ(A)Ψ(A).

3) Пусть Φ ∈ Qb, A ∈ Vb(X). Тогда

σ(Φ(A)) = Φ(σ(A)).

В разделе 3.9 установлена связь введенного в нем Sb-исчисления с Qb-
исчислением.

В разделе 3.10 выяснена связь Qb-исчисления с исчислением Хирша не
только для негативных, как в главе 2, но и для слабо негативных операторов.
Для этого там рассмотрена "симметричная относительно точки b/2" версия
Qb-исчисления, в которой точки b и 0 меняются ролями. Возникающее Q0-
исчисление определяется аналогично своей b-версии.

Определение 24. Скажем, что замкнутый плотно определенный
оператор A в пространстве X принадлежит классу V 0(X), если (0, b] ⊂
ρ(A) и для некоторого числа M > 0 выполняется неравенство

?R(t, A)? ≤ M

t
, t ∈ (0, b].
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Для распространения R[0, b]-и Q[0, b]-исчислений на класс операторов
V 0(X) введены следующие подконусы конусов R[0, b] иQ[0, b] соответственно.

Определение 25. Будем говорить, что функция g принадлежит
классу R0 (Q0), если она принадлежит классу R[0, b] (соответственно
Q[0, b]) и непрерывна в точке 0.

Определение оператора g(A) (ϕ(A)) для функции g ∈ R0 (соответствен-
но ϕ ∈ Q0) и оператора A ∈ V 0(X) формально то же, что и в Rb (Qb)-
исчислении. Все результаты, установленные для Rb- и Qb-исчислений, спра-
ведливы с очевидными изменениями и для R0- и Q0-исчислений.

Теорема 16. [6] Пусть ϕ ∈ Q[0, b]. Функция −ϕ является отрица-
тельной операторно монотонной тогда и только тогда, когда ϕ ∈ Q0.
При этом условии для любого слабо негативного оператора A в X значе-
ния (−ϕ)(A)x в смысле Хирша и −ϕ(A)x, где ϕ(A)x понимается в смысле
Q0-исчисления, совпадают при всех x ∈ D(A).

Таким образом, Q0-исчисление оперирует с несколько более узким клас-
сом символов, но более широким классом операторов, чем исчисление Хирша.

В разделе 3.10 показано также, как Q0-исчисление обобщается на слу-
чай промежутка (a, b].

Как и в главе 2, в главе 3 даны приложения построенного исчисления
к решению операторных уравнений. В частности, в разделе 3.11 доказана

Теорема 17. [4] Пусть b > 0, A ∈ Vb(X). Уравнение

b?

0

(b− t)R(t, A)xdt = y

для любого y ∈ D(A) имеет единственное решение

x =
2

3b
y − 2

b2
Ay −

b?

0

(b− t)R(t, A)ydt
?
−b+ (b− t) ln b−t

t

?2
+ (π(b− t))2

.

Приведен пример, показывающий, что в случае обыкновенных диффе-
ренциальных операторов уравнение, рассмотренное в теореме 17, превраща-
ется в уравнение в свертках на полуоси.

Резюмируя, можно сказать, что построенные исчисления оказались
весьма содержательными, обладают хорошими аппаратными свойствами и
позволяют решать уравнения с замкнутыми операторами в банаховых про-
странствах, которые ранее не рассматривались.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основные научные результаты диссертации
1. Введены новые классы функций Q[a, b] и T [a, b], состоящие из функ-

ций вида 1/g, где g пробегает класс R[a, b] функций Маркова (соответственно
класс S[a, b] М.Г. Крейна), найдены интегральные представления функций
введенных классов, а также исследованы их свойства, в частности, свойство
симметрии классов Q[a, b] и R[a, b], выражающееся в наличии в этих классах
инволюции [1, 3, 12].

2. Построено новое функциональное исчисление (Q[a, b]-исчисление) за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектры которых не пере-
секаются с отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказаны
теоремы обращения, об отображении спектров, о сложной функции, прави-
ла умножения, свойства непрерывности, единственности, устойчивости для
этого исчисления. Выяснены связи этого исчисления с исчислением Хирша.
В ходе исследования были введены вспомогательные исчисления с класса-
ми символов S[a, b] и T [a, b], необходимые для доказательства теоремы обра-
щения в Q[a, b]-исчислении. Полученные результаты применены к вопросам
обратимости операторов и решению операторных уравнений [2, 3, 7, 8, 11, 13].

3. Построено распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опе-
раторов, спектры которых не пересекаются с данным полуоткрытым проме-
жутком, содержащий все слабо негативные (Qb-исчисление); для этого ис-
числения доказаны теоремы обращения, об отображении спектров, свойства
непрерывности, единственности, устойчивости, правила умножения. Свой-
ства Qb-исчисления выводятся из свойств другого определенного и иссле-
дованного в диссертации исчисления, названного Rb-исчислением. Показа-
но, что Qb-исчисление оперирует с более широким классом операторов (но
несколько более узким классом символов), чем исчисление Хирша. Результа-
ты также применены к вопросам обратимости операторов и решению опера-
торных уравнений [4–6, 9, 10, 14, 15].

Построенные исчисления дополняют и развивают известные и согла-
сованы с ними. Принципиально новым в работе является введение классов
символов Q[a, b] и T [a, b] и построение на их основе развернутых функцио-
нальных исчислений для введенных в работе новых классов неограниченных
операторов в банаховых пространствах.

Рекомендации по практическому использованию результатов
Работа носит теоретический характер. Ее результаты могут быть ис-

пользованы в теории функций и теории операторов в банаховых простран-
ствах, для вычисления спектров, нахождения обратных операторов, а также
в вопросах разрешимости операторных уравнений. Они могут применяться в
учебном процессе при чтении спецкурсов.
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РЭЗЮМЭ

Атвiноўскi Аляксандр Аляксеевiч

Функцыянальныя злiчэннi на аснове функцый Маркава
i звязаных з iмi класаy̆ функцый

Ключавыя словы: функцыянальнае злiчэнне, замкнутый аператар, ба-
нахава прастора, функцыя Маркава, клас Крэйна, злiчэнне Хiрша, аператар-
нае ўраўненне.

У дысертацыйнай працы пабудавана разгорнутае функцыянальнае злiч-
энне (Q[a, b]- злiчэнне) замкнутых аператараў у банахавай прасторы, спек-
тры якiх не перасякаюцца з адрэзкам [a, b], якое выкарыстоўвае клас сiм-
валаў Q[a, b], якi раней не разглядаўся. Даказаны тэарэмы зваротнасцi, аб
адлюстраваннi спектраў, аб складанай функцыi, правiлы множання, уласцi-
васцi бесперапыннасцi, адзiнасцi, устойлiвасцi для гэтага злiчэння. Высветле-
ны сувязi гэтага злiчэння са злiчэннем Хiрша. У працэсе даследавання былi
ўведзены дапаможныя злiчэннi з класамi сiмвалаў S[a, b] i T [a, b], неабходныя
для доказу тэарэмы зваротнасцi Q[a, b]-злiчэннi, даказана згоднасць пабуда-
ваных злiчэнняў з галаморфным злiчэннем. Атрыманыя вынiкi прыменены
да пытанняў зваротнасцi аператараў i рашэння аператарных ураўненняў.

Пабудавана распаўсюджанасцьQ[a,b]-злiчэння на шырокi клас аперата-
раў, спектры якiх не перасякаюцца з дадзеным прамежкам, якi (клас) утрым-
лiвае усе слаба негатыўныя (Qb-злiчэнне); для гэтага злiчэння даказаны
тэарэмы зваротнасцiаб адлюстраваннi спектраў,уласцiвасцi бесперапынна-
сцi,адзiнасцi, правiлы множання. УласцiвасцiQb-злiчэння выводзяцца з улас-
цiвасцей iншага вызначанага i даследаванага ў дысертацыi злiчэння, названа-
га Rb-злiчэннем. Паказана, што Qb-злiчэнне прымянiма да больш шырокага
класа аператараў (але больш вузкага класа сiмвалаў), чым злiчэнне Хiрша.
Вынiкi таксама прыменены да пытанняў зваротнасцi аператараў i рашэння
аператарных ураўненняў.
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РЕЗЮМЕ

Атвиновский Александр Алексеевич

Функциональные исчисления на основе функций Маркова
и связанных с ними классов функций

Ключевые слова: функциональное исчисление, замкнутый оператор,
банахово пространство, функция Маркова, класс Крейна, исчисление Хирша,
операторное уравнение.

Целью диссертационной работы является построение функционального
исчисления замкнутых операторов в банаховом пространстве, резольвентное
множество которых содержит данный промежуток, использующего в каче-
стве символов классы функций Маркова и связанные с ними классы функ-
ций.

В работе использованы методы теории функций, теории операторов, а
также теории интегральных преобразований.

В диссертационной работе построено развёрнутое функциональное ис-
числение (Q[a, b]-исчисление) замкнутых операторов в банаховом простран-
стве, спектры которых не пересекаются с отрезком [a, b], использующее класс
символов Q[a, b], который ранее не рассматривался. Доказаны теоремы обра-
щения, об отображении спектров, о сложной функции, правила умножения,
свойства непрерывности, единственности, устойчивости для этого исчисле-
ния. Выяснены связи этого исчисления с исчислением Хирша. В процессе
исследования были введены вспомогательные исчисления с классами симво-
лов S[a, b] и T [a, b], необходимые для доказательства теоремы обращения в
Q[a, b]-исчислении, доказана согласованность построенных исчислений с го-
ломорфным исчислением. Полученные результаты применены к вопросам об-
ратимости операторов и решению операторных уравнений.

Построено распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опера-
торов, спектры которых не пересекаются с данным промежутком, содержа-
щий все слабо негативные (Qb-исчисление); для этого исчисления доказа-
ны теоремы обращения, об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правила умножения. Свойства Qb-исчисления
выводятся из свойств другого определенного и исследованного в диссерта-
ции исчисления, названного Rb-исчислением. Показано, что Qb-исчисление
применимо к более широкому классу операторов (но более узкому классу
символов), чем исчисление Хирша. Результаты также применены к вопросам
обратимости операторов и решению операторных уравнений.
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SUMMARY

Atvinowski Alexandr

Functional calculuses
based on Markov functions and related functional classes

Keywords: functional calculus, closed unbounded operators, Banach space,
Markov function, Krane class, Hirsch functional calculus, operator equations,
fractional powers of operators.

The aim of the thesis is to build a functional calculus of closed operators in
a Banach space, whose resolvent set contain a given interval. Classes of Markov
functions and related classes of functions are used as symbols of this functional
calculus.

We used the methods of function theory, operator theory and the theory of
integral transforms.

In the thesis the functional calculus (Q[a, b] - calculus) of closed operators
in a Banach space whose spectra do not overlap with the segment [a, b], using
the class Q[a, b] of symbols is built. This functional calculus had not previously
considered. Theorems about the inverse operator, the spectral mapping theorem, a
composition theorem, multiplication rules, properties of continuity, of uniqueness,
and on the stability of this calculus were proved. The connection of this calculus to
the calculus of Hirsch was explained. In the study the auxiliary functional classes
of symbols S[a, b] and T [a, b] were introduced, which are necessary to prove the
theorem about the inverse operator in Q[a, b] - calculus. The consistency was
proved of these calculuses with holomorphic calculus. The results are applied to
the problems of reversibility of operators and to solution of operator equations.

The generalization of Q[a, b]-calculus to a wide class of operators whose
spectra do not overlap with the interval containing all weakly negative operators
(Qb calculus) was built. For this calculus theorems about the inverse operator, the
spectral mapping theorem, a composition theorem, multiplication rules, properties
of continuity, of uniqueness, and the theorem on the stability of this calculus were
proved. The properties of Qb-calculus derived from the properties of some other
calculus defined and investigated in the dissertation, called Rb calculus. It is shown
that Qb calculus is applicable to a wider class of operators (but more narrow class
of symbols) that the calculus of Hirsch. The results also applied to problems of
reversibility of operators and solution of operator equations.
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