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Определяется напряженно-деформированное состояние вязкоупругой трубы из неоднородных 
материалов под действием внутреннего давления. Представлены основные зависимости для 
расчета труб из неоднородных материалов. На основании полученных формул для нахождения 
деформаций создана компьютерная программа расчета деформаций в трубе, изменяющихся во 
времени. Приведена реализация расчетов напряженно-деформированного состояния в трубе и 
параметров ядер ползучести и релаксации. 
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The stress-strain state of a viscoelastic tube made of inhomogeneous materials under the action of in-
ternal pressure is determined. The main dependences for the calculation of pipes made of heterogene-
ous materials are presented. On the basis of the received formulas for finding deformations the com-
puter program of calculation of deformations in a pipe changing in time is created. The implementa-
tion of calculations of the stress-strain state in the pipe and the parameters of creep and relaxation nu-
clei is presented.  
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Введение 
Бурное развитие современной техники и 

технологий создания новых материалов характе-
ризуется комплексными исследованиями конст-
рукций и материалов, эффективно работающими 
как в упругой, так и вязкоупругой областях при 
действии сложных нагрузок. Если упругие мате-
риалы определяются физическими соотноше-
ниями между напряжениями и деформациями, то 
в вязкоупругих материалах напряжения зависят 
от скоростей деформаций. Многие из новых ма-
териалов обладают механическими свойствами, 
которые нельзя описать с помощью упругих или 
вязких моделей механического поведения, и в 
силу этого становится очевидная необходимость 
построения более общей теории моделей, напри-
мер, для функционально-градиентных материа-
лов. В проблеме исследования напряженно-
деформированного состояния (НДС) цилиндри-
ческих тел из новых армированных полимеров 
можно выделить несколько важных аспектов: 

– оценка влияния внешних воздействий (си-
ловых, механических, влияния температурных 
полей и т. д.) при производстве и эксплуатации 
трубопроводных систем неоднородной структуры; 

– использование в современных конструк-
циях новых композитов и армированных поли-
меров с учетом физико-механических характери-
стик материала, эксплуатационных условий 
функционирования исследуемых объектов; 

– разработка современных систем оценки и 
диагностики, прогнозирования состояния систем 
трубопроводов на базе новых компьютерных 
технологий. 

Следует отметить, что основные концепции 
теории вязкоупругости разработаны российски-
ми учеными такими, как Ю. Работнов, А. Илью-
шин, М. Колтунов и др., а также рядом зарубеж-
ных ученых. При этом решения задач теории 
вязкоупругости были заложены ранее в XX веке 
и продвинулись учеными СССР, используя раз-
ные математические модели, представления ма-
тематического описания новых ядер релаксации 
и ползучести. В настоящее время стало широко 
использоваться представление указанных ядер с 
помощью сумм большого числа убывающих 
экспоненциальных функций, позволяющих опи-
сывать кривые ползучести и релаксации с по-
грешностью не более 1%. Наличие численных 
программ значительно облегчило идентифика-
цию таких функций и, что важно, эти виды 
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представления ядер релаксации и ползучести 
стали входить в стандартные пакеты для реше-
ния задач линейной и нелинейной теорий вязко-
упругости. 

 
1 Постановка задачи исследований. Ос-

новные зависимости для расчета труб из не-
однородных материалов 

При исследовании напряженно-деформиро-
ванного состояния задач вязкоупругости для тру-
бы из функционально-градиентного материала 
(рисунок 1.1) используем методы расчета, пред-
ставленные в работах [1], [2], в которых подроб-
но показаны основные формулы для нахождения 
напряжений в зависимости от свойств материалов. 
 

 
Рисунок 1.1 – Схема трубы из функционально-

градиентного материала 
 

Считаем, что материалтрубы функциональ-
но-градиентный, и выполняется условие упруго-
сти для модуля Юнга [2]:  
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ференциальному уравнению равновесия: 
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Общее решение примет вид: 
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Постоянные ,A  iB определяются из гранич-

ных условий. Получим выражения для напряже-
ний [2]: 
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На основании полученных формул для на-
хождения деформаций и учитывая [2]–[6], создана 

компьютерная программа расчета деформаций в 
трубе, изменяющихся во времени. При постанов-
ке и решении краевой задачи использовали тео-
рию линейной вязкоупругости, дифференциаль-
ные уравнения в частных производных, числен-
ные решения краевой задачи. Функции, описы-
вающие явления ползучести и релаксации, осно-
ванные на свойствах функции Миттаг – Леф-
флера, строятся по результатам экспериментов 
на ползучесть при постоянных напряжениях или, 
соответственно, на релаксацию при фиксирован-
ных деформациях. Для реализации расчета на-
пряженно-деформированного состояния трубы 
использовали параметры различных ядер ползу-
чести и релаксации, входящие в интегральные 
уравнения теории вязкоупругости с применени-
ем принципа Вольтера. Так, деформации и пере-
мещение в вязкоупругой задаче [1], [2], [7] при 
действии внутреннего давления ( )p t  по принци-

пу Вольтера выражаются следующим образом: 
1
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  дей-

ствует на функцию давления ( ).p t  Введены обо-

значения ,  r  и u – деформации и перемеще-

ние,   ,K t     R t    – функция влияния (ядро 

ползучести, ядро релаксации), E – модуль упру-
гости, t – время наблюдения.  

Ядра ползучести и релаксации связаны ме-
жду собой интегральным соотношением, харак-
теризуют основные механические свойства вяз-
коупругих материалов и входят в определяющие 
уравнения. 
 В данной работе использовали обобщенные 
ядра вида [7]: 
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в которые входит функция типа Миттаг – Леф-
флера  
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где ( )x  – гамма-функция;   – произвольный 

параметр, *,A , ,   – реологические параметры. 

Приведем основные аналитические зависи-
мости, которые необходимы для дальнейших 
расчетов. Входящие в физические зависимости 
интегралы вычисляются через сумму гамма 
функций для случая ( ),t  ( ) const :t   
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При вычислении интегралов можно пользо-
ваться конечной суммой до k-го члена. Из выше 
приведенных формул, учитывая ( * *)A    при 

,  имеем 
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Используя источник [2], рассмотрим раз-
личные случаи загружения материала: 

1. Нагрузка постоянная 0( ) const,t     в 

этом случае закон деформирования можно выра-
зить следующим образом: 
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2. При времени t   деформация асим-
птотически приближается к значению  
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где  * ,A A    ( )x  – гамма-функция Эйлера, 

,   – параметры ядра. 

 Ядро ( )R   и резольвента ( )K   связаны со-

отношением  

0

( ) ( ) ( ) ( ) .K R K s R s ds


       

Значения параметров ядер определяются из 
эксперимента и задаются таблицей чисел, кото-
рые соответствуют фиксированным значениям 
времени. При проведении эксперимента опреде-
ляются данные для построения кривых ползуче-
сти или релаксации. Для тестирования созданной 
компьютерной программы был произведен рас-
чет параметров, входящих в описания основных 
соотношений вязкоупругости (таблица 1.1), и 
сравнивался с результатами расчета работы [6]; 
вычисление производилось для слабо сингуляр-
ного ядра Ржаницына – Колтунова при * 0,   

1( ) tR t Ae t   и резольвенты 
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для параметров ядра 0,075,   0,05,   

0,0233A   (материал текстолит), сопоставление 
результатов расчета показало хорошее совпадение.  

Таблица 1.1 – Значения рассчитанных вязкоупругих компонентов, входящих в формулы 
для описания явлений ползучести и релаксации построенных на основе экспериментальных данных 

t K(t) 
0

( )
t

K t dt  ( )R t  
0

( )
t

R t dt  
0

1 ( )
t

K t dt   
0

1 ( )
t

R t dt   

0,001 20,867 0,2272 3,911 0,1855 1,2272 0,8145 
0,01 2,7021 0,2819 1,6526 0,2204 1,2819 0,7796 
0,1 0,3559 0,3535 0,1955 0,2619 1,3535 0,7381 
1,0 0,0463 0,4478 0,0222 0,3103 1,4478 0,6897 
5,0 20,96 10  0,5255 20,41 10  0,3456 1,5255 0,6544 

10,0 20,42 10  0,5570 20,17 10  0,3587 1,5570 0,6413 

18,0 20,17 10  0,5786 30,65 10  0,3672 1,5786 0,6328 

30,0 30,61 10  0,5912 30,22 10  0,3719 1,5912 0,6281 

70,0 40,41 10  0,5993 40,14 10  0,3748 1,5993 0,6252 

100,0 50,69 10  0,5959 50,22 10  0,3750 1,5999 0,6250 

200,0 70,27 10  0,6000 80,79 10  0,3750 1,6000 0,6250 

300,0 90,13 10  0,6000 100,36 10  0,3750 1,6000 0,6250 
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Рисунок 2.1– Результаты расчетов и графики распределения напряжения и перемещения в трубе 
 
 2 Программная реализация расчетов на-
пряженно-деформированного состояния в 
трубе  

Были рассмотрены различные примеры рас-
чета напряжения, разработан алгоритм и создана 
программа в среде Delphi, которая реализует 
расчет напряженно-деформирован-ного состоя-
ния в трубе из композитов для упругой задачи. 
На рисунке 2.1 изображено окно ввода исходных 
данных, рассчитанные коэффициенты A  и ,B  
построенные программой графики распределе-
ния напряжения и перемещения в цилиндриче-
ской трубе. Тестирование программы осуществ-
лялось в сравнении с результатами других ис-
следователей, полученных при расчете напряже-
ния и деформации в трубе из композиционных 
материалов.  

На основании решения упругой задачи для 
неоднородной трубы было построено решение 
для вязкоупругого случая, в котором характери-
стики трубы изменяются во времени. Результаты 
расчета при решении вязкоупругой задачи также 
созданы в средах Delphi и Mathcad с использова-
нием слабо сингулярного ядра Ржаницына –
Колтунова при * 0.   

Разрабатывается методика определения осе-
вого удлинения трубопроводов (труб) из компо-
зита с внутренним давлением при заданной тем-
пературе. Алгоритм включает использования 
различных ядер ползучести, в том числе и экспо-
ненту. Деформация в осевом направлении состо-
ит из мгновенной деформации и ползучести. 

Для ортотропного тела с цилиндрической 
анизотропией уравнения упрощаются и прини-
мают вид 
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В других (технических) обозначениях урав-
нения записываются так: 
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Здесь , ,r zE E E  – модули Юнга для растя-

жения (сжатия) по направлениям , ,r z   (совпа-

дающим с главными направлениями упругости); 

ij  – коэффициенты Пуассона, удовлетворяю-

щие условиям: 
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ijG  – модули сдвига. Физический смысл ij  и  
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или в других обозначениях имеем деформацию в 
направлении армирования 
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Рисунок 2.2 – Схема армированной трубы 

 
Например, можно легко определить удли-

нение армированной трубы в вязкоупругом слу-
чае (рисунок 2.2). Составляющие напряжений, 
действующие на трубу: осевые, тангенциальные, 
радиальные 
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Если ядро принято в виде экспоненты, то 
можно получит замкнутую формулу для опреде-
ления удлинения трубы. 

 
3 Программная реализация расчета па-

раметров ядер ползучести и релаксации 
 Определим параметры обобщённого ядра 
ползучести согласно [7]: 
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или в пространстве преобразования Лапласа –
Карсона 
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Следуя [7], изображение ядра 
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будет иметь вид: 
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Применим преобразование Лапласа – Карсона к 
экспериментальным данным ползучести: 
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где ( )э t  – экспериментальная функция дефор-

мации. 
При увеличении продолжительности опыта 

на ползучесть, выбирая значения параметра ks  

( 1, 2...),k   второе слагаемое в формуле для 

( )э ks  можно сделать пренебрежимо малым. 

Тогда неизвестные параметры ядра вычисляются 
из условия минимума функции 
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 Таким образом, получаем задачу оптимиза-
ции на безусловный минимум. Для отыскания 
минимума функции *( , , , )A     был использо-

ван метод Хука – Дживса [8]. Была разработана 
программа для определения параметров обоб-
щённого ядра ползучести. Обработаны все воз-
можные случаи ввода некорректных данных, 
реализована возможность записи и чтения из 
файла всех вводимых характеристик. На рисунке 
3.1 представлено главное окно разработанной 
программы, в котором приведены значения ис-
комых параметров обобщенного ядра ползуче-
сти, минимальное значение функции ,  количе-

ство итераций, подробная информации о ходе 
работы метода Хука – Дживса. 

 

 
Рисунок 3.1 – Главное окно программы 

 
Заключение 
Разработана автоматизированная методика 

и создан программный модуль нахождения на-
пряжений и деформаций труб из функционально-
градиентных материалов с учетом вязкоупругих 
и реологических свойств материала. Построен 
алгоритм расчета параметров ядер ползучести и 
релаксации. Расчеты проводились с помощью 
разработанного программного модуля. Получен-
ные результаты могут быть использованы в про-
изводстве. 
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