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В квантовых системах с кулоновским потенциалом ( ) ( 0> )−= αα ,/ rrV  имеется 
критическое значение параметра α , при котором не существует дискретного 
энергетического спектра.  В работе [1] (см. также ссылки в [2]) было показано, что и 
релятивистское обобщение уравнения Шредингера – бесспиновое уравнение Солпитера  
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будет также иметь критическое значение. В данной работе предложена методика 
оценки критических значений на основе решения уравнения (1) вариационным и 
численным методом.  

В вариационном подходе решение уравнения (1) сводится к задаче на собственные 
значения (СЗ) с использованием разложения исходной волновой функции (ВФ) Φ  по 
некоторому полному набору состояний пробных ВФ kΨ :  
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Элементы матрицы 
nn

H
′,
, после вычисления угловой части с помощью пробных 

ВФ представляют интегралы вида  
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Здесь ( )knlψ~  – фурье-образ ВФ ( )rnlψ .  
Решение уравнения (1) также можно проводить численным методом.  Применяя 

разработанную нами методику численных расчетов, можно, используя квадратурные 
формулы для полуспектрального метода Чебышева [3], свести интегральное уравнение 
(1) к задаче на СЗ: . Матрица в левой части при этом имеет вид  ( ) ( )ji i iH k kψ εψ=
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где  — матрица,  связанная с потенциальной частью в (1).  jiW
Используя вариационный либо численный метод для уравнения (1) с кулоновским 

потенциалом приходим к задаче на СЗ  
 ( ) 0, =×− EIHDet βα ,    (5) 
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Производя переход к безразмерным переменным посредством соотношений:  
HH ~β→  и  задача (5) переходит в решение уравнения  EE ~β→

 ( ) 0~,~ =×− EImHDet βα ,            (6) 

поскольку 0β ≠ .  
Критическому значению кулоновского параметра .critα α=  соответствует 

предельный переход при β →∞  [2]. Выполняя предельный переход β →∞  в (6) 
приходим к уравнению  

 ( ) ( )( ) ( ) 0~0~0,~
.. =+== critcrit VmTDetHDet αβα ,      (7) 

где  
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с безразмерными волновыми функциями 
2 28( ) (2 ) (2 ) .

( 2 2)
C r
n n

nr r e L
n

rψ − +!
=

+ + !
        

В итоге, уравнение (7) с матричными элементами (8) определяет набор   
критических значений 

n
critα  для  уровней энергии n E .  

Для простейшего случая 0n n 0′= = , =  верхняя граница critα  может быть легко 
рассчитана аналитически. Полученное значение 16 (3 )critα π= /  совпадает с результатом 
работы [2], что косвенно подтверждает правильность методики.  

Численное решение системы (7) для 30n n′= =  приводят к тому, что оценка для 
критического значения при этом равна  

 1 09critα ≤ , ,   
что согласуется с оценкой 1critα ≤ , полученной в работе [4].  
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