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Роль критических групп в изучении строения конечных групп 
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Найдены новые характеризации критических групп (групп Шмидта, минимальных несверхразреши-

мых групп). Исследуется строение конечных групп по заданным свойствам критических подгрупп. 
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New characterizations of critical groups (Schmidt groups, minimal non-supersolvable groups) have been 

found. The structure of finite groups with given properties of critical of subgroups is studied. 
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Введение Напомним, что минимальной не F -группой (критической группой) называ-

ется группа, не принадлежащая некоторому классу групп F , все собственные подгруппы ко-

торых принадлежат F . 

Важность изучения таких групп следует из того факта, что любая группа не принадле-

жащая F  содержит минимальную не F -подгруппу. 

Начало изучения таких групп восходит к работе Миллера-Морена [1]. В данной работе 

были изучены минимальные неабелевы группы. В настоящее время такие группы называют 

группами Миллера-Морена. 

Следующий важный шаг в данном направлении был сделан О.Ю. Шмидтом, который в 

работе [2] изучил минимальные ненильпотентные группы (группы Шмидта). 

В 1954 г. Хупперт [3], а затем Дерк [4] изучили минимальные несверхразрешимые 

группы. В 1979 г. В.Н. Семенчук в работе [5] описал строение разрешимых минимальных не 

F -групп для произвольной насыщенной наследственной формации F . Впервые на возмож-

ность изучения строения конечных групп с помощью критических подгрупп обратил внима-

ние С.А. Чунихин в работе [6]. Именно развитию данного направления и посвящена настоя-

щая работа. В работе, в частности, исследуется влияние внешних свойств групп Шмидта и 

минимальных несверхразрешимых групп на строение конечных групп. 

Предварительные результаты. Необходимые определения и обозначения можно 

найти в [9]. Напомним некоторые из них. Пусть P  – множество всех простых чисел. Если 

p P  и P , то = \P  и = \{ }p P p ; 

( )G  – множество простых делителей порядка группы G ; 

pd -группа – группа G , у которой ( )p G ; 

pG  –силовская p -подгруппа группы G ; 

< , >H K  – подгруппа, порожденная подгруппами H  и K ; 

( )X  – множество всех простых делителей порядков всех групп из X ; 

Формация F  – класс групп, замкнутых относительно гомоморфных образов и подпря-

мых произведений. 

Формация F  называется наследственной, если она замкнута относительно взятия подгрупп. 

Формация F  называется насыщенной, если она замкнута относительно фраттиниевых 

расширений. 
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Если F  – класс групп и G  – группа, то: 

GF  – пересечение всех нормальных подгрупп N  из G  таких, что /G N F . 

Максимальная подгруппа M  группы G  называется F -нормальной, если G MF . 

Максимальная подгруппа M  группы G  называется F -абнормальной, если G MF . 

Обозначим через N  – формацию всех нильпотентных групп. 

={ | }G GXFX F  – произведение формаций ,F X . 
nN  – формация всех разрешимых групп с нильпотентной длиной равной n . 

Пусть F  – некоторая непустая формация. Подгруппа H  группы G  называется: 

F -субнормальной, если существует максимальная цепь  

0 1= =nG H H H H , 

такая, что для любого 1i  подгруппа 
iH  F -нормальна в 

1iH . 

В следующих леммах приводятся известные свойства F -субнормальных подгрупп, ко-

торые сыграли важную роль при доказательстве основных результатов данной работы. 

Лемма 1. Пусть F  – непустая наследственная формация. Тогда: 

1) если H  – подгруппа группы G  и G HF , то H  F -субнормальна в G ; 

2) если H  F -субнормальна в G , K  – подгруппа группы G , то H K  F -

субнормальна в K ; 

3) если 
1H  и 

2H  F -субнормальные подгруппы G , то 
1 2H H  – F -субнормальная 

подгруппа G ; 

4) если H  F -субнормальна в K , а K  F -субнормальна в G , то H  F -субнормальна в G ; 

5) если все композиционные факторы группы G  принадлежат формации F , то каждая 

субнормальная подгруппа группы G  является F -субнормальной; 

6) если H  – F -субнормальная подгруппа группы G , то 
xH  F -субнормальна в G  для 

любых x G . 

Лемма 2. Пусть F  – непустая формация, H  – подгруппа группы G , N  – нормальная 

подгруппа из G . Тогда: 

1) если H  F -субнормальна в G , то HN  F -субнормальна в G  и /HN N  F -

субнормальна в /G N ; 

2) если N H , то H  F -субнормальна в G  тогда и только тогда, когда /H N  F -

субнормальна в /G N . 

Лемма 3. Пусть F  – непустая наследственная формация. Если H  – F -субнормальная 

подгруппа группы G , то H F  – субнормальная подгруппа группы G . 

Основные результаты. Говорят, что некоторое множество подгрупп M  конечной 

группы G  образует решетку, если A B M , < , >A B M  для любых двух подгрупп A  и 

B  из M . Согласно классической теореме Виландта [7], множество всех субнормальных 

подгрупп в любой конечной группе образует решетку. Естественным обобщением понятия 

субнормальности является понятие F -субнормальности. 

Если F  – класс всех нильпотентных групп, то в каждой разрешимой группе G  множе-

ство всех F -субнормальных подгрупп совпадает с множеством всех субнормальных под-

групп группы G . Однако для произвольной группы это не так. 

Будем говорить, что формация F  обладает решеточным свойством, если в любой ко-

нечной группе множество всех F -субнормальных подгрупп образует решетку. 

Примерами формаций с решеточным свойством являются формации всех нильпотент-

ных, всех p -разложимых групп. 

Кегель [8] и Л.А. Шеметков [9] поставили задачу о нахождении новых формаций F , у 

которых множество всех F -субнормальных подгрупп в любой группе образует решетку. 
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Данная задача была полностью решена для насыщенных наследственных формаций в рабо-

тах [10], [11]. При доказательстве теорем 1 и 2 важную роль сыграли следующие леммы. 

Лемма 4. Пусть F  – наследственная насыщенная формация, обладающая решеточным 

свойством. Тогда любая минимальная не F -группа G  содержится среди групп следующих типов: 

1) | |=G p  – простое число, ( )p F ; 

2) G  – группа Шмидта; 

3) / ( )G G  – такая монолитическая группа с неабелевым монолитом / ( )N G , что 

/G N  – циклическая примарная группа и / ( ) = ( / ( ))N G G G F . 

Лемма 5. Пусть F  – насыщенная наследственная формация. Тогда любая группа 

( )G F G H , где H  – F -субнормальная F -подгруппа принадлежит F . 

В следующей теореме получена новая характеризация критических групп. 

Теорема 1. Пусть F  – насыщенная наследственная формация с решеточным свой-

ством. Если в группе G  существует максимальная F -абнормальная подгруппа M , у кото-

рой все максимальные подгруппы F -субнормальные, то G  – бипримарная группа Миллера-

Морена. 

Следствие 1. Если в группе G  существует ненормальная максимальная подгруппа M , 

у которой все максимальные подгруппы субнормальны в G , то G  – бипримарная группа 

Миллера-Морена. 

Следствие 2. Если в группе G  существует максимальная F -абнормальная подгруппа 

M , где F  – формация всех p -разложимых групп. Если все максимальные подгруппы из M  

F -субнормальны в G , то G  – бипримарная группа Миллера-Морена. 

Важную роль при изучении строения конечных групп играют критические группы. Эта 

роль проиллюстрирована на следующих теоремах. 

Теорема 2. Пусть F  – насыщенная наследственная формация содержащая все нильпотентные 

группы с решеточным свойством, у которой все минимальные не F -группы разрешимы. Если 

в группе G  все минимальные не F -подгруппы F -субнормальны в G , то G NF . 

Если F  – формация всех нильпотентных групп, то из теоремы 2 получаем 

Следствие 1. Если в группе G  все подгруппы Шмидта субнормальны, то / ( )G F G  – 

нильпотентная группа. 

Теорема 3. Пусть F  – насыщенная наследственная формация, содержащая все нильпо-

тентные группы, R  – подгруппа, порожденная всеми минимальными не F -группами группы 

G . Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) =G RH , где H F ; 

2) если максимальная подгруппа M  группы G  перестановочна со всеми минимальны-

ми не F -подгруппами из G , то / GM M F ; 

3) если F  – разрешимая формация и все минимальные не F -группы из G  разрешимы 

и перестановочны со всеми силовскими подгруппами из G , то G  разрешима; 

4) если все минимальные не F -группы группы G  разрешимы и субнормальны в G , то G NF . 

Следствие 1. Если в группе G  все подгруппы Шмидта перестановочны со всеми си-

ловскими подгруппами из G , то G  – разрешимая группа. 

В работе [12] были полностью описаны конечные группы, у которых все подгруппы 

Шмидта субнормальны. Отсюда возникает следующая задача. 

Задача 1. Получить описание конечных групп, у которых все подгруппы Шмидта пере-

становочны со всеми силовскими подгруппами. 

Следствие 2. Если в группе G  все минимальные несверхразрешимые подгруппы суб-

нормальны, / ( )G F G  – сверхразрешимая группа. 

Задача 2. Получить описание конечных групп, у которых все минимальные несверх-

разрешимые подгруппы субнормальны. 
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Следствие 3. Если в группе G  все минимальные несверхразрешимые подгруппы пере-

становочные со всеми силовскими подгруппами G , то G  – разрешимая группа. 

Задача 3. Получить описание конечных групп G , у которых все минимальные не-

сверхразрешимые подгруппы перестановочны со всеми силовскимии подгруппами из G . 

Обозначим через U  – формацию всех сверхразрешимых групп. 

Теорема 4. Пусть в разрешимой группе G  существует максимальная подгруппа M  

непримарного индекса и любая максимальная подгруппа из M  U -субнормальна в G . Тогда 

G  – минимальная несверхразрешимая группа. 
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