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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А ч 

Том 54, № 3 
март, 1983 

КОВАРИАНТНЫЕ ДВУХЧАСТИЧНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 
ДЛЯ МОДЕЛЬНЫХ КВАЗИПОТЕНЦИАЛОВ, 

ДОПУСКАЮЩИХ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
I. РЕШЕНИЯ В ИМПУЛЬСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ i 

Капшай В. Н., Скачков Н. Б. 

Ковариантные? двухчастичные уравнения (уравнение Логунова - Тав-
хелидзе и спроецированное на положительно-частотные состояния урав
нение) решены точно для некоторых модельных квазипотенциалов 
(в том числе содержащих часть, соответствующую отталкиванию на ма
лых расстояниях) в импульсном представлении. Рассматриваются усло
вия нормировки и ортогональности волновых функций. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Разработке методов решения релятивистских трехмерных двухчастич
ных квазипотенциальных уравнений [1, 2] посвящено большое число ра
бот [3—10]. Точные решения этих релятивистских уравнений даже для 
некоторых модельных квазипотенциалов представляют такой же инте
рес, как и аналогичные решения в нерелятивистской квантовой механике. 
Практическая польза от таких решений в том, что они могут использо
ваться как базисные функции для разложения по ним искомых волновых 
функций для других потенциалов. Нахождению точных решений для ряда 
потенциалов и посвящена наша работа. 

Релятивистские квазипотенциальные уравнения пишутся для вол
новой функции (ВФ) относительного движения связанной системы двух 
частиц, которая определяется через бете-солпитеровскую ВФ следующим: 
ковариантным образом [3]: 

- (1.1) M-lHv2+m2)~42W(b)== J e x p j - ^ o : ^ - ^ ) ] ! б ( ^ ) Х 

х<°И*(4)Ч-т)}|р'м>Л:-
Здесь x=Xi—x2 — относительная координата двух скалйрных частиц* 
имеющих одинаковые массы (mi==m2=rn) и характеризуемых полевыми 
операторами фД^О и ф2(я2), Р=р±+Р2 — суммарный импульс двух ча
стиц, М=УР2 — инвариантная масса двухчастичной системы, а вектор 
Яpll=î f""1P,l в системе центра масс (СЦМ) имеет компоненты (1,0), бла
годаря чему в этой системе б-функция в (1.1) обеспечивает приравнивав 

о о 
ние времен (яОо—О^о. Нуликами сверху обозначены ковариантные обоб-
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жцения импульсов в СЦМ, например, (/?4)>t==(Ap"1/?i)ll [3, 11], где ЛР — 
чистое преобразование Лоренца такое, что ЛР(М, 0) = (Р°, Р ) , а значит, 

<1.2) *-*-ъ[Ь1)о~ЪШ]; fo'-^W'-PW111-
ВФ (1.1) удовлетворяет трехмерному уравнению Логунова — Тавхе-

жидзе [ 1 ] : 
о 

1 /» п о о dk 
<1.3) ^ + P-E^W^=^^jV^-E)W^7=^. 

0 0 0 

При этом р=р 1=—р 2 , М=2Е, а 4-импульсы всех частиц в трехмерном 
подходе находятся на массовой поверхности 
<1.4) Ер*-р^р0*-р*=т\ 

Настоящая работа может рассматриваться как продолжение и разви
тие нашей предыдущей работы [8 ] . Здесь мы в разделе 2 найдем в им
пульсном представлении вид волновых функций в случае, когда квази
потенциал является обобщением нерелятивистского кулоновского потен
циала [8] , но с такой модификацией при больших значениях передач, 
которая соответствует введению отталкивания на малых расстояниях. 
В разделе 3 приведены соотношения нормировки и ортогональности для 
ряда волновых функций, а в разделе 4 рассмотрены аналоги полученных 
решений для уравнения, возникающего при проецировании на положи
тельно-частотные состояния [12, 13] в случае спиновых частиц. 

2. РЕШЕНИЯ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛА, ЯВЛЯЮЩЕГОСЯ СУПЕРПОЗИЦИЕЙ 
МОДЕЛЬНОГО КУЛОНОВСКОГО ПОТЕНЦИАЛА С ОТТАЛКИВАНИЕМ 

НА МАЛЫХ РАССТОЯНИЯХ 

В теории одновременных двухчастичных уравнений уравнение (1.3) 
для волновой функции (1.1) всегда сопровождается уравнением для ре
лятивистской амплитуды рассеяния двух частиц 4) 

<2.1) T&°q) = V&q;E) + 

1 Д [У(в1гЕ) Г ( к ° ? ^ dk 

k2~q2—ie Ym*+k* 
J9TO уравнение можно рассматривать как уравнение для нахождения не-

о о 
известной функции — квазипотенциала F(p, q; Е) (в общем случае комп
лексного и параметрически зависящего от полной энергии системы 22?),. 

•е.. .о ' • 
если амплитуду Г(р, q) считать известной величиной, например, задан
ной диаграммами теории поля. Для решения уравнения (1.3) необходи

мо о-* • 
мо знание квазипотенциала У(р, k; E) вне энергетической поверхности 

о о о о 
(ЭП) р0=ко для чего, в свою очередь, при нахождении F(p, k; E) из (2.1) 

о о о о 
необходимо знание вне ЭП Po=qo функции Г(р, q), которая в теории 

^ Мы будем интересоваться лишь случаем двух частиц с равными массами пц= 
— т2=т и выберем систему единиц, где • ?=-с=<1. 
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поля определена лишь на поверхности сохранения энергии-импульса. 
о о 

Продолжение амплитуды Г(р, q) за энергетическую поверхность естест
венно допускает некоторый произвол (см., например, [1, 3, 10]). 

Так, если мы потребуем, чтобы квазипотенциал в первом порядке тео
рии возмущений совпадал с инвариантной амплитудой обмена скаляр
ным бозоном: 

о ° о ° 4m2g2 

(2.2) У(р,к;Д)=Г(р,к) = 2 * 
jx2- (р-к) 

то получим, что 

„2 _ 2m2 + fm* + A2
0 о 

станет функцией вектора 
о оо 

(2.3) Ао 0 = р(—)£ = р - - — (р0— 0
 Р ) , 

0 0 

который есть разность векторов р и к в трехмерном импульсном простран
стве, реализованном на верхней поле массового гиперболоида (1.4) и об
ладающем геометрией пространства Лобачевского [4]. Аналогичный факт 
зависимости потенциала в уравнении Шредингера от эвклидовой разно
сти р—к позволяет получить в конфигурационном представлении уравне
ние с локальным потенциалом. 

В приложениях (см., например, [9]) используется феноменологиче
ский потенциал, который есть суперпозиция двух потенциалов однобо-
зонного обмена (релятивизованный потенциал Тйона). В [8] был рас
смотрен потенциал в виде такой суперпозиции, которая на ЭП есть 

(2.4) V9&iiE)=W?{Q.* - 4 т з _ * _ , ) 2 } Ч 
^ ^ 0 ( р ( - ) к ) . 
А? » 

р,к 
Там же было показано, что если определить продолжение квазипо

тенциала (2.4) за ЭП в виде 

(2.5) Vl{i,,i;m = V«{h-)i)^-=^^-, 
р, к 

то уравнение (1.3) допускает точное решение в импульсном представле
нии. Действительно, после подстановки (2.5) в (1.3) мы приходим к урав-

(2.6) ( ^ - ^ ) Т Н Р ) = ^ 

. ' о о / • • . . . - , ' 
2) Способ продолжения F(p, k; E) за энергетическую поверхность, с помощью» 

которого квазипотенциальное уравнение сводится формально к уравнению Шредин
гера, в литературе [10] называется методом «минимальной релятивизации». 
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В сферически-симметричном случае у (р)—^(р)', где р = | р | , реше
ние (2.6) для тг-го радиального возбуждения имеет вид 

р ь з̂Х » Р 

а энергетический спектр определяется формулой [8] (см. также [4, 
14,15]) 

g% m2 

<2.8) — =п: п = 1 , 2 , 3 , . . . . 4я Еп
2Ут*-Еп

2 

Коэффициенты В(
г
п) (Z=l , . . . , п) определяются следующим образом: 

*(2.9) вГ-М)^. Л ^ ' чсГ, 
гГ(2г)Г(гг+1—Z) 

где С ч е с т ь нормировочная постоянная ВФ n-fo состояния. 
Рассмотрим теперь модельный потенциал, который будет состоять из 

двух частей: 

\ ( p ( _ ) k ) 2 | p ( _ _ ) k | 2 / 

Первое слагаемое в скобках в (2.10) отличается от (2.5) лишь использо
ванием вместо множителя Ео /Е, управляющего выходом за ЭП, фактора 

к 
EJE, а второе слагаемое (2.10) является в отличие от первого отрица-

Р 
тельно-определенной величиной, т. е. потенциалом отталкивания3). 

Уравнение (1.3) с потенциалом (2.10) имеет вид 
<2Л1) ( £ о 2 - £ 2 ) Т ( р ) = = 

1^№lJ^ 
о 

mdk 
У; m2-i-k2 

Проинтегрировав в этом уравнении (в случае 4F(p)=4F(p)) по углам, 
приходим к уравнению 

<2.12) ( V - ^ ^ ^ = l 2 w S l g - l n 
cth Г-

cthY-

Хр Xfc \ 

2 J 
Xp+'Xfc Y 

2 J 
•- Zmtf [%MXv - X») + Хрв (Х» - XP)]j ̂  (&) mcfe, 

еде быстрота %Р определяется из параметризации: 

<2.13) £o = mchxP; p = -~—mshx P 
р IP I 

0 0 0 0 
3) Уравнение (1.3) с потенциалом притяжения ' V"(p,k; Е)=н2\$(—)]а\~1— 

=2m>c2[((32+4m2)Q2]-,/% где Qz=~(p-k)2, будет подробно рассмотрено нами в сле
дующей работе. 
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(и аналогично для других 4-импульсов, удовлетворяющих (1.4)). Проин
тегрировав в (2.12) формально по частям и используя параметризацию 
Е=т cos х, запишем в терминах быстрот 

1 } с g2sh(2xP)chxh (2.14) (ch25C p-cos2a:)sh(b)^(b) = 7 — — f { 
(2tt)2cos#J I 

о 

(2n)2cosxJ I sh2xP-sh25(ft 

00 

-2x2e (%Р-Ъ) }dXhJ Sh (x') w w d%\ 
Хн 

где положено 4я (/?)=4r(xp), а интеграл по d%h понимается в смысле глав
ного значения. Решения уравнения (2.14) можно построить аналогично* 
тому, как это делалось в [8]. Так, выбирая в качестве ВФ основного со
стояния выражение 

(т2 ch2%p—m2 cos2x)2 L m* ch\p—m2cos2 x J 

приходим к выводу, что (2.14) удовлетворяется, если энергия 2т cos х ш 
постоянная D определяются соотношениями 

4я sm 2x cos 2x 
Кроме того, мы получаем условие для константы х2, которая в данном? 
случае должна равняться 4я2. Для общего случая ВФ п-то состояния 
уравнения (2.11) 

(2.17) Ч"">Ы = , , JMm"h%: , J l + V ДГ'Х 
(т2 ch2 %p—m2 cos2 хп)21 ^ - J 

/ m2sin2xn \ s i 
\m2 ch2 %p—m2 cos2 xj J 

из (2.14) можно получить алгебраическую систему уравнений, из которой 
в принципе определяются все коэффициенты В^У и энергия 2Еп

==" 
=2mcosxn, причем решения системы существуют не при любых значе
ниях к2, а только при некоторых. Константа g2 при этом может быть про
извольной. 

3. УСЛОВИЯ НОРМИРОВКИ И ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ДЛЯ ВФ 

Обратимся теперь к условиям нормировки и ортогональности, которые 
существенно зависят от вида квазипотенциала, в частности от способа его* 
продолжения за ЭП. В [8] было показано, что на энергетической поверх
ности Е =*2?° ===/?, где множитель Ni (Е , Е*9 Е) — Е<>Е-1 в (2.5) обраща-

р к р • . ' Ъ г 

0 0 0 0 

етсяв единицу, амплитуда Г(р, q) с потенциалом Fi(p, k; E) удовлетворяет 
условию двухчастичной унитарности. Для изучения зависимости от спо
соба выхода за ЭП мы рассмотрим также продолжение согласно закону 

(3.1) Vu$,k]E) = Vo(H4b)Mn(Eo Е0 Е)^-?™!^-/-
Р * (р(-)к)2 
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ж более симметричный выход 

<3.2) VIU(р, к; Е) = V0(р ( - ) к)Мш(Ео, £»;£) = - ^ Д . ^L_*. 
9 к (р ( - )к ) 2 # 

Легко видеть, что оба эти способа тоже согласуются с условием двухчас
тичной унитарности (условие (2.7) в работе [8]). Кроме того, эти про
стейшие способы выхода за ЭП допускают нахождение точных ВФ, кото
рые просто связаны с ВФ (2.7). 

Обратимся теперь к условиям нормировки и ортогональности ВФ для 
различных способов (2.5), (3.1) и (3.2) задания квазипотенциала вне ЭП. 
Как показано в [13], в подходе, основанном на рассмотрении двухвремен-
ной функции Грина системы частиц, возможно получить условие норми
ровки ВФ. Для ВФ га-го состояния, удовлетворяющей уравнению (1.3), 
1>то условие имеет вид 

+ (2я)6 У * W tfri^W A L дЕ JE=E» 
' О \ 

X - Y (n)(fr). ; 

"Условие ортогональности ВФ, отвечающих различным значениям кванто
вого числа 7г, которое может быть получено непосредственно из уравнения 
для ВФ, также существенно зависит от конкретного вида квазипотёнциа-

о о 
ла F(p,k, Е). 

Легко показать, что условия нормировки и ортогональности в случае 
жвазипотенциала (2.5), т. е. для ВФ (2.7), имеют соответственно вид 

(3.4) - J L - $ I f > ( p ) [ 3 g / - £ » 2 ] T f >(р) ? ^ £ _ _ = 2 ^ ; 

(3.5) \ I f >(р) [Ео" - EJ - Ет* -ЕпЕт) T(
r
m) (p) dp = 0, п # т . 

Исходя из явного вида ВФ (2.7), легко проверить, например, что (3.5) 
превращается в тождество для .и=1, т = 2 , т. е. для ВФ 

<3.6) ^ ' ( р ) — * 
ХЕо* — Ех*)2/' 

Т ( Т 2 ) ( Р ) = — ^ -
T l -W ( # 0

2 - Я 2
2 ) 2 

2 т 2 

Е<?—Ег 
V 

яри учете условия квантования (2.8). Нормировочные константы С£п), 
которые могут быть выбраны вещественными, легко определяются из 
(3.4), однако выражение даже для С(1> достаточно громоздко, поэтому 
приводить их здесь не будем. 
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Если продолжить квазипотенциал (2.4) за ЭП согласно закону (ЗЛ)/Л 
то уравнение (1.3) примет вид 

(3.7) (Ео2 - Я2) Т п (ft = L \ - 9 - . - f _ . - T n (к).-— йК 

v } iIUV (2я)3 J Я Л2,* IIV } Y о 
г2 т 2 + к2 

В Ф этого уравнения с точностью до числовых множителей просто в ы р а 
ж а ю т с я через функции Ц?[п) ( р ) :ТЙ } ( p ) ^ Z ? 0 T i n ) (р), так что, н а п р и -

р 
мер, В Ф основного состояния уравнения (3.7) имеет вид 

(3.8) Tff(fc-Cg№.Jfty 
Р ' , 

и аналогично для других центрально-симметричных В Ф . Константы C-ffi 
определяются из нормировочного условия, совпадающего по виду с (ЗЛ)Т 
п р и этом, разумеется , С^ отличается от С^. Условие ортогональности ВФ 
уравнения (3.7) может быть записано в виде 

(3.9) [w^^)E-0
1[En" + EJ + EnEm-E^x 

~* Р Р 

X *[V (Р) -=jk= = 0; п фтп, 

а условие квантования совпадает с (2 .8) . 
В случае симметрично продолженного за ЭП потенциала (2.4) у р а в н е 

ние (3.1) приобретает вид 

(зло {Е.; - Е*) т ш (й - ^ Tr*i-57**i *-{й) H=F' 
Р, к у m -\- к. 

В Ф Win'ip) легко построить, зная В Ф уравнений (2.6) либо (3 .7 ) . 

Так , T i n (р) = ^ o 2 1 F i n ) (p), условие квантования уровней энергии д л я 
v • 

(3.10) есть (2.8), а условие нормировки ВФ Т ш ( р ) вместе с условием 
ортогональности может быть записано в виде 

о 

(3.11) ^JL- j ад (р)[£„2 + Ет\ +1ЕпЕт- Eg] ^Ш)-^~= 2Еп*Ьпт. 
v 

Приведем нормированные В Ф основного и первого возбужденного состоя
ний, используя параметризацию энергии системы 2Еп=2т cos xn\ 

0 CIUYEQ 2 

T j U ( р У = ' / г? 9 2" 9 \9~~ > S i n ^ ^ l = = Q , 
v r / ( i? 0

2 — m2cos2x1y 8JT 
P Л 

l c ^ l 2 = ( 8 m ) W sin*Xl 
cos2Xi cos 2^i 

У& (P) (i?o2 — m 2 cos 2 £ 2 ) 2 
0 m 2 s i n 2 x 2 

EQ
2 — /n 2 cos 2 x 2 

P p 

#2
 (2) s in 5 # 2 

sin 2x2= —1 Cm = (ld>m)2nm -8я cos2 #2 cos 2x2 
442 
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4. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ КВАЗЙПОТЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ, 
СПРОЕЦИРОВАННОГО НА ПОЛОЖИТЕЛЬНО-ЧАСТОТНЫЕ СОСТОЯНИЯ 

Наряду с квазипотенциальным уравнением (1.3) мы рассмотрим также 
двухчастичное уравнение для ВФ, полученное в [2] на основе ковариант-
ной гамильтоновой формулировки в квантовой теории поля. Это уравнение 
имеет вид [2, 4, 14] 

(4.1). (2E,~2E)Y (v) = -^^V (l,k;E)Y (к) — 
V ) 

О 

dk 

m2 + k°2 

Отметим, что в работах [3, 16] аналогичное уравнение было получено на 
основе рассмотрения двухчастичной функции Грина спинорных частиц,, 
спроектированной на положительно-частотные состояния. При этом ква-

0 0 
зипотенциал У(р, k; E) строится с использованием спроектированной на 

о о 
положительно-частотные состояния амплитуды рассеяния Г(р, q) и зави-
сит, вообще говоря, от спиновых индексов. Нахождение точных или при
ближенных решений уравнения (4.1) с тем или иным взаимодействием 
также представляет интерес. Мы рассмотрим уравнение (4.1) в случае 
модельных квазипотенциалов, допускающих нахождение точных ВФ. Эти 
уравнения, как будет видно ниже, будучи записанными в терминах быст
рот, просто связаны с рассмотренными выше. 

Выберем в (4.1) в качестве квазипотенциала выражение (для просто
ты не зависящее от энергии 2Е) 

о о g*YEo.+ ™ 
(4.2) F ( p , k ; i ? ) = - ^ _ _ 

(до 0 _ т ) | / 2 Д ° 0 0 +2т 
р, к Р, к 

оо g* mg2 

Отметим, что квазипотенциал V (р, к; Е) = — = -т-—-тто- отвечает 
А" 0—т АР — К) 

р, к 
случаю, когда взаимодействие переносится безмассовым бозоном. 

^ о 
Уравнение (4.1) с квазипотенциалом (4.2) в случае, когда 4 ^ ) = 

о • . 

.—^(р), после интегрирования по угловым переменным принимает вид 
(в терминах быстрот) 
(4.3) (2mc]i%J)-2mCoSx)pW(p) = -^-ch^jX 

-г | shCfa/2)+sh(ft/2)|«„,,;:, , 

где, как и прежде, энергия параметризуется соотношением 2Е=2т cos x. 
Решения этого уравнения могут быть найдены тем же методом, что и 
в [8]. Приведем, опуская подробности, выражение для ВФ основного со
стояния (ненормированной): 

(4.4) Y (р)= (2Е0_2Е1)2 = (2т ch %р - 2т cos хг)2' 
v 

где энергия определяется условием квантования вида g2=16jt sin (xJ2),„ 



Аналогично условие квантования тг-го возбужденного состояния 2Еп= 
=2т cos хп имеет вид g2=n- 16я sin (хп/2), т. е. 2Еп=2т— (g2/4n)2(m/kn2), 
а волновые функции суть 

<45> Y W ^ > - ( 2 £ „ - " U ) - X 

V ( 1У-* Г(^ + 04г / 2 т . - 2£п.. у-* 
X 

7 ^ 1 

Нормировочные константы С(п) в нашем случае не зависящего от энергии 
квазипотенциала фиксируются условием 

Аналогично тому, как это было сделано в разделе 2, рассмотрим теперь 
уравнение (4.1) с потенциалом, содержащим добавку, соответствующую 
введению отталкивания на малых расстояниях: 

(4.7) (2Е0 - 22?) Т ф) = - * - t { , g" У 
•fi'o + rn 

V 

о 
о dk 

Y(k) 

2Д° 0 + 2m 

I Ao o l V ' l / "~ 
P, ft ' К л 

(4.8) T(p) 
(2£0 ~ 2£)2 

P.* ' К m2 + k2 

В этом случае, как нетрудно показать, ВФ основного состояния имеет вид 
Г. ~ cos (я/2) msi&2(x/2) 

cos x EQ — Е 
v 

где энергия определяется из условия g2=8л sm (х/2), а константа х2, как 
и выше, фиксируется условием %=2я. Точно так же можно построить ВФ 
л-го состояния, которая является полиномом (?г+1)-й степени по 
(2Ео-2Е)-\ 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы рассмотрели несколько примеров взаимодействий, допускающих на
хождение точных релятивистских двухчастичных ВФ. Рассмотрение та
ких примеров полезно во многих отношениях. Во-первых, на основе най
денных ВФ могут быть вычислены характеристики, описывающие взаимо
действие двухчастичной системы с другими объектами (формфакторы, 
структурные функции). Во-вторых, знание точных ВФ для модельных 
взаимодействий позволяет правильно находить приближенные ВФ в слу
чае более реалистических взаимодействий, их асимптотики, условие кван
тования и т. д. (не исключено также, что рассматриваемые нами взаимо
действия, имеют отношение к реальным двухчастичным (двухкварковым) 
системам). 

Отметим здесь, что рассмотренные нами примеры квазипотенциальных 
уравнений допускают формулировку в другом эквивалентном виде, в виде 
дифференциально-разностных уравнений в релятивистском конфигураци
онном представлении. Обсуждению решений этих уравнений для рассмот
ренных взаимодействий будет посвящена другая работа. 
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COVARIANT TWO-PARTICLE WAVE FUNCTIONS FOR MODEL 
QUASIPOTENTIALS WHICH ADMIT EXACT SOLUTIONS 

I. SOLUTIONS IN THE MOMENTUM SPACE 

Kapshay V. N., Skachkov N. B. 

The covariant two-particle equations in the momentum representation (Logunov — 
Tavkhelidze equation and the equation projected onto positive-frequency states) are 
exactly solved for some model quasipotentials (among them there are* the potentials 
which include the part corresponding to repulsion at small distances). The normaliza
tion condition and condition of orthogonality of the wave functions are considered. 
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