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Исследованы факторизационные свойства F-проектора, введенного В.А. Ведерниковым и М.М. Сорокиной в 2016 го-

ду ( – непустое множество простых чисел и F – непустой класс групп). Найдены необходимые и достаточные условия 

выполнения равенства N1N2  H = (N1  H)(N2  H) для любого F-проектора H и любых нормальных -подгрупп N1 и 

N2 группы G, где G – расширение -группы с помощью F-группы. 
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equality N1N2  H = (N1  H)(N2  H) for any F-projector H and any normal -subgroups N1 and N2 of G, where G is an ex-

tension of the -group with the help of an F-group. 
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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы ко-

нечные. В разрешимой группе холловы (в част-
ности, силовские) подгруппы, картеровы под-
группы, т.е. самонормализуемые нильпотентные 
подгруппы, обладают таким важным свойством, 
как сохранение при гомоморфизмах группы 
«максимальности» относительно заданного клас-
са групп. Это было замечено Гашюцем [1], [2] и 
легло в основу следующего понятия. 

Для непустого класса групп F подгруппа H 

группы G называется F-проектором в G, если 

HN / N является F-максимальной подгруппой в 

G / N для любой нормальной подгруппы N из G. 
Для класса Sp всех p-групп множества си-

ловских p-подгрупп и Sp-проекторов совпадают 

в любой группе. Если F  есть класс всех разре-
шимых π-групп Sπ или класс всех нильпотентных 

групп N, а группа G разрешима, то совпадают 

множества ее π-холловых подгрупп и Sπ-проек-

торов, множества картеровых подгрупп и N-про-

екторов [3, теорема 15.2]. Гашюц [1] доказал, что 
для существования F-проекторов в любой раз-

решимой группе достаточно насыщенности фор-
мации  F. Шунк  [4]  установил, что в каждой 

разрешимой группе F-проекторы существуют 

тогда и только тогда, когда F – примитивно 

замкнутый гомоморф (названных позднее клас-
сом Шунка). Эриксон [5] распространил резуль-
тат Шунка на произвольные группы.  

В [6] В.А. Ведерниковым и М.М. Сороки-
ной было введено одно обобщение понятия F-про-

ектора, для которого были изучены такие свой-
ства, как существование, сопряженность, вложе-
ние подгрупп, инвариантность относительно за-
данных гомоморфизмов. 

Определение 0.1 [6]. Пусть  – непустое 
множество простых чисел и F – непустой класс 

групп. Подгруппа H группы G называется F-про-

ектором в G, если HN / N является F-максималь-

ной подгруппой в G / N для любой нормальной 
-подгруппы N из G.  

Отметим одно важное свойство F-проекто-

ров. В классе разрешимых групп Хупперт [7], 
Ти Ен [8, теорема IV.5.3] доказали, что если F – 

класс Шунка, то  
N1N2  H = (N1  H) (N2  H) 

для любого F-проектора H и любых нормальных 

подгрупп N1 и N2 группы G тогда и только тогда, 
когда F – насыщенная формация. В классе всех 

МАТЕМАТИКА



Т.И. Васильева 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (39), 2019 62 

групп этот результат доказал Фёрстер [9]. 
Настоящая работа посвящена нахождению 

новых свойств F-проекторов. В частности, здесь 

исследуются пересечения F-проекторов с про-

изведениями нормальных -подгрупп групп и 
развиваются результаты Хупперта-Ти Ена, Фёр-
стера в случае, когда F – -примитивно замкну-

тый гомоморф или -насыщенная формация.  
 
1 Предварительные результаты  
Используются стандартные определения и 

обозначения, при необходимости см. [8], [10].  
Для группы G через |G| обозначается ее по-

рядок, через π(G) – множество всех простых де-
лителей |G|, через CoreG(M) – ядро подгруппы M 
в G, т.е. CoreG(M) =  M x для всех x  G, O(G) – 
наибольшая нормальная -подгруппа из G, где 
 – некоторое подмножество множества P всех 
простых чисел. 

Группа G называется -примитивной [6], 
если в G существует максимальная подгруппа M 
такая, что CoreG(M)  O(G) = 1, а M называется 
-примитиватором. Нам потребуется следую-
щий результат, вытекающий из [6, теорема 2.1].  

Лемма 1.1. Пусть G – -примитивная груп-
па, M – ее -примитиватор и O(G) ≠1. Тогда G 
содержит не более двух минимальных нормаль-
ных -подгрупп, при этом, если в G имеется 
только две минимальные нормальные -под-
группы N1 и N2, то G = [N1]M = [N2]M, N1  N2   
  N1N2  M и CG(Ni) = N3-i  CoreG(M), i = 1, 2. 

Класс групп F называется: 1) наследствен-

ным, если F содержит вместе с каждой группой и 

все ее подгруппы; 2) гомоморфом, если из G   F 

всегда следует, что G / N  F для любой нор-

мальной подгруппы N из G; 3) формацией, если 
F – гомоморф, и из G / A  F и G / B  F для лю-

бых нормальных подгрупп A и B из G всегда 
следует, что G / A  B  F. 

Через π(F) обозначается множество всех 

простых делителей порядков групп из F. Группа 

(подгруппа), принадлежащая F, называется F-груп-

пой (F-подгруппой); F-подгруппа называется F-мак-

симальной в группе, если она не содержится ни в 
одной собственной F-группе группы. Если F – 

формация, то GF – F-корадикал группы G, т. е. 

наименьшая нормальная в G подгруппа, для ко-
торой G / GF  F. 

Зафиксируем следующие обозначения: E – 

класс всех групп, E – класс всех -групп, S – 

класс всех разрешимых групп, N – класс всех 

нильпотентных групп.  

Класс групп EF = (G | в G существует нор-

мальная -подгруппа N такая, что G / N  F). 

Если группа G  EF, то G называется расшире-

нием -группы с помощью F‐группы. 

Приведем некоторые, наиболее часто встре-
чающиеся свойства F-проекторов [6, леммы 3.1 

и 3.2]. 
Лемма 1.2. Пусть F – непустой класс групп, 

N – нормальная -подгруппа группы G. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

(1) Если H – F-проектор группы G, то 

HN / N – F-проектор группы G/N. 

(2) Если F – непустой гомоморф, H / N –  

F-проектор группы G / N и K – F-проектор 

группы H, то K – F-проектор группы G. 

Непустой класс групп F, содержащийся в 

классе групп X, называется: 1) -насыщенным в 

X [6], [11], если для любой группы G  X и лю-

бой нормальной подгруппы N группы G такой, 
что N ≤ (G)  O(G), из G / N  F следует 

G  F; 2) -примитивно замкнутым (или, крат-

ко, P-замкнутым) в X [6], если для любой 

группы G  X из G / CoreG(M)  O(G)  F для 

любой максимальной подгруппы M группы G 
следует G  F; 3) P-гомоморфом в X [6], если F – 

гомоморф, который P-замкнут в X. 

Лемма 1.3 [6, лемма 2.1]. Если X – непустой 

класс групп, то любой P-гомоморф в X являет-

ся -насыщенным в X. 

Лемма 1.4 [6, теорема 3.1]. Пусть X – на-

следственный гомоморф, F – P-гомоморф в X и 

группа  G  X.  Если  G является расширением 

-группы с помощью F‐группы, то в G сущест-

вует F-проектор. 

Лемма 1.5 [8, лемма A.1.2]. Пусть U, V и W – 
подгруппы группы G. Тогда и только тогда  

U  VW = (U  V) (U  W), 
когда  

UV  UW = U (V  W). 
 
2 Основные результаты 
Пусть G – группа, H – ее подгруппа такая, 

что,  
         N1N2  H = (N1  H) (N2  H)         (2.1) 

для любых нормальных -подгрупп N1 и N2 из G. 
Будем говорить в этом случае, что H обладает 
свойством (2.1). 

Лемма 2.1. Если подгруппа H группы G об-
ладает свойством (2.1), то HN / N обладает 
свойством (2.1) для любой нормальной -под-
группы N из G. 
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Доказательство. Возьмем любые нормаль-
ные -подгруппы N1 / N и N2 / N из G / N. Тогда 
N1 и N2 – нормальные -подгруппы группы G. 
По условию H обладает свойством (2.1). Поэтому 
N1N2  H = (N1  H) (N2  H). Используя тожде-
ство Дедекинда, имеем  

N1N2  HN = (N1N2  H) N = 
= (N1  H) (N2  H) N = (N1  HN) (N2  HN). 

Тогда  
N1 / NN2 /N  HN / N = (N1N2  HN) / N = (N1HN) 
(N2  HN) / N = (N1/  N  HN / N)(N2 / N  HN / N). 
Итак, HN / N обладает свойством (2.1).                 

Лемма 2.2. Пусть X – наследственный го-

моморф, F – P-гомоморф в X и G  X. Если G яв-

ляется расширением -группы с помощью F‐груп-

пы и любой F-проектор группы G обладает 

свойством (2.1), то в G / N любой F-проектор 

обладает свойством (2.1), где N – произвольная 
нормальная -подгруппа из G. 

Доказательство. Так как X – гомоморф, 

имеем G / N  X. По условию в G найдется нор-

мальная -подгруппа K такая, что G / K  F. По-

скольку KN / N – нормальная -подгруппа в 
G / N и G / N / KN / N   G / K / KN /K  F, за-

ключаем, что G / N  EF.  

Если O(G) = 1, то G  F. Тогда G является 

своим F-проектором и обладает свойством (2.1). 

Предположим, что O(G) ≠ 1. Возьмем любой 
F-проектор S/N группы G/N. Так как S  X и 

S  EF, по лемме 1.4 в S существует F-про-

ектор H. По определению 0.1 S / N = HN / N. Вви-
ду лемм 1.2 и 2.1 S / N обладает свойством (2.1).  

Гомоморф F будем называть -формацией, 

если из G / A  F и G / B  F для любых нор-

мальных -подгрупп A и B из G всегда следует, 
что G / A  B  F. 

Ясно, что если π(F) , то -формация яв-

ляется формацией. 
Теорема 2.1. Пусть X – наследственная 

формация, F – P-гомоморф в X, G  X и G явля-

ется расширением -группы с помощью F‐груп-

пы. В группе G всякий F-проектор обладает 

свойством (2.1) тогда и только тогда, когда F – 

-насыщенная в X -формация. 

Доказательство. Необходимость. По лем-
ме 1.3 F является -насыщенным классом в X.  

Предположим, что если X-группа является 

расширением -группы с помощью F‐группы, то 

всякий ее F-проектор обладает свойством (2.1). 

Докажем, что F является -формацией. До-

пустим, что это не выполняется. Пусть G – груп-
па наименьшего порядка такая, что G / A  F и 

G / B  F для нормальных -подгрупп A и B из 

G, а G / A  B  F. 

Если K = A  B ≠1, то G / K / A / K   G / A  F 

и G / K / B /K   G / B  F. По выбору G заклю-

чаем, что G / K / (A / K  B / K)   G / A  B  F. 

Получили противоречие. 
Предположим, A  B = 1. Пусть N – мини-

мальная нормальная -подгруппа группы G, со-
держащаяся в A. Тогда G / N / A / N   G / A  F. 

Так как F – гомоморф, имеем 

G / N / BN / N   G / B / BN / B F. 

По выбору G, заключаем, что 
G / N / (A / N  BN / N)   G / A  BN = 

= G / (A  B) N = G / N  F. 

Итак, можно считать, что A и B – мини-
мальные нормальные -подгруппы группы G. 

Поскольку G / A  F  X, G / B  F   X и 

X – формация, заключаем G   G/A  B  X. Так 

как G является расширением -группы с помо-
щью F‐группы, по лемме 1.4 в  G  существует  

F-проектор H. Тогда G / A = HA / A и G / B = 

= HB / B. Поэтому G = HA = HB. Так как 
AB  H = (A  H) (B  H), по лемме 1.5 имеем 
AH  BH = (A  B) H. Откуда G = H  F. Полу-

чили противоречие. Итак, F – -формация. Не-

обходимость доказана. 
Достаточность. Допустим теперь, что F 

является -насыщенной в X -формацией. Пусть 

G – группа наименьшего порядка такая, что 
G  X, G является расширением -группы с по-

мощью F‐группы, но в G существует F-проек-

тор H, который не обладает свойством (2.1). То-
гда в G имеются нормальные -подгруппы N1 и 
N2, для которых 

N1N2  H ≠ (N1  H) (N2  H). 
Предположим, что L = N1  N2 ≠ 1. По лем-

ме 1.2 (1) HL / L – F-проектор группы G/L. Так 

как X – гомоморф, G / L  X. Из G  EF следу-

ет, что в G найдется нормальная -подгруппа K 
такая, что G / K  F. Тогда G / L / KL / L   

 G / K / KL / K  F и KL / L – нормальная -под-

группа в G / L. Поэтому G / L является расшире-
нием -группы с помощью F‐группы. По выбору 

G следует, что HL / L обладает свойством (2.1). 
Значит,  

(N1 / L) (N2 / L)  HL / L = 
= (N1 / L  HL / L)   (N2 / L  HL / L)  = 

= (N1  H) (N2  H) L / L. 
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Откуда N1N2  HL = (N1  H) (N2  H) L. Поэтому 
N1N2  H = N1N2  HL  H = 

= (N1  H) (N2  H)L  H = (N1  H) (N2  H), 
что противоречит выбору G. 

Допустим, что N1  N2 = 1. Рассмотрим 
D = N1H  N2H. Ясно, что N1D = N1H и 
N2D = N2H. Тогда 

NiD / Ni  D / Ni  D  H / Ni  H F, i = 1, 2. 

Ввиду G  X и наследственности X, имеем 

D  X. Так как F – -формация, 

D / (N1  D  N2  D)   D  F. 

Из F-максимальности H в G и H ≤ D следует, что 

H = D. Отсюда N1H  N2H = (N1  N2) H. Ввиду 
леммы 1.5 имеем N1N2  H = (N1  H) (N2  H). 
Получили противоречие с выбором G.                 

Определение 2.1. Пусть X – гомоморф, F – 

P-гомоморф в X. Будем обозначать через b(F) 

следующий класс групп: b(F) = (G  X | O(G) ≠ 1, 

G  F и G/N  F для любой неединичной нор-

мальной -подгруппы N из G). 
Теорема 2.2. Пусть X – наследственный 

гомоморф, F – P-гомоморф, G  X и G являет-

ся расширением -группы с помощью F‐группы. 

Группа G  F всякий раз, как в G любой F-про-

ектор обладает свойством (2.1), тогда и только 
тогда, когда b(F) состоит из -примитивных 

групп, имеющих только две минимальные нор-
мальные -подгруппы. 

Доказательство. Необходимость. Пусть  
X-группа, являющаяся расширением -группы с 

помощью F‐группы, принадлежит F всякий раз, 

как ее любой F-проектор обладает свойством 

(2.1). Пусть D  b(F). Тогда D  F, O(D) ≠ 1 и 

D / CoreD(M)  O(D)  F для любой максималь-

ной подгруппы M из D с CoreD(M)  O(D) ≠ 1. 
Так как F – P-гомоморф в X и D  F, в D суще-

ствует максимальная подгруппа M с 
CoreD(M)  O(D) = 1. Значит, D является -при-
митивной группой с -примитиватором M. По 
лемме 1.1 D содержит не более двух минималь-
ных нормальных -подгрупп.  

Допустим, что в D существует единственная 
минимальная нормальная -подгруппа N. По 
выбору D фактор-группа D / N  F. Тогда D явля-

ется расширением -группы с помощью F‐груп-

пы. Так как D  X по лемме 1.4 в D существует 

F-проектор. Пусть H – произвольный F-проек-

тор из D. Из определения 0.1 следует, что D = HN. 
Возьмем произвольные нормальные -под-

группы N1 и N2 из D. Так как N – единственная 
минимальная нормальная -подгруппа в D, 

N ≤ N1  N2 и Ni = Ni  HN = (Ni  H)N для i = 1, 2. 
Используя тождество Дедекинда, имеем 

N1N2  H = (N1  H) N (N2  H) N  H = 
= (N1  H) (N2  H) (N  H) = (N1  H) (N2  H). 

Это означает, в D любой F-проектор H об-

ладает свойством (2.1). По условию D  F. По-

лучили противоречие с D  b(F). 

Таким, образом, D имеет только две мини-
мальные нормальные -подгруппы. Необходи-
мость доказана. 

Достаточность. Допустим, что b(F) со-

стоит из -примитивных групп, в которых име-
ется только две минимальные нормальные -под-
группы. Пусть G – группа наименьшего такая, 
что  G – X-группа,  являющаяся  расширением  

-группы  с помощью F‐группы,  в  G  любой  

F-проектор обладает свойством (2.1), а G  F. 

Тогда в G найдется нормальная -подгруппа N 
такая, что G / N  F. Из G  F следует, что 

O(G) ≠ 1. Пусть L – нормальная -подгруппа 
группы G и L ≠ N. Из G / L  X, LN / L – нор-

мальная -подгруппа в G / L и 
G / L / LN / L   G / N / LN / N  F, 

заключаем, что G / L  X  EF. Если R / L – 

любой F-проектор группы G / L, то ввиду лем-

мы 1.4 и определения 0.1 R / L = SL / L для неко-
торого F-проектора S группы R. По лемме 

1.2 (2) S – F-проектор группы G. Ввиду леммы 

2.1 R / L = SL / L обладает свойством (2.1). По 
выбору G имеем G / L  F.  

Следовательно, G  b(F). По предположе-

нию в G существуют только две минимальные 
нормальные -подгруппы N1 и N2. Так как 
G / Ni  F, имеем G = NiH, для любого F-про-

ектора H группы G, i = 1, 2. Тогда с одной сторо-
ны N1N2  H = (N1  H) (N2  H) по выбору G. С 
другой стороны по лемме 1.1 N1  H = N2  H = 1 
и N1N2  H  Ni, i =1, 2. Отсюда следует проти-
воречие 1 ≠ Ni  1.                                                   

 

Заключение 
В работе исследована связь F-проекторов 

группы с произведениями нормальных -под-
групп. Найден критерий, при котором 
N1N2  H = (N1  H) (N2  H) для любого F-про-

ектора H группы G и любых нормальных  в  G  
-подгрупп N1 и N2 в расширении -группы с 
помощью F-группы. В качестве следствий полу-

чаются как известные, так и новые результаты.  
Если  = P, то P-гомоморф является клас-

сом Шунка. Для  = P и X = S из теоремы 2.1 

получается отмеченная выше теорема Хупперта-
Ти Ена.  
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Следствие 1 [8]. Пусть F – класс Шунка. Для 

группы G, ее любого F-проектора H и ее любых 

нормальных подгрупп N1 и N2 выполняется ра-
венство N1N2  H = (N1  H)(N2  H) тогда и 
только тогда, когда F – насыщенная формация. 

Следствие 2. Пусть F – непустая -на-

сыщенная формация и G – группа, у которой F-ко-

радикал является -подгруппой. Тогда  
N1N2  H  =  (N1  H)(N2  H) и N1H  N2H  = 

= (N1  N2)H 
для любого F-проектора H из G и любых нор-

мальных -подгрупп N1 и N2 из G. 
Если  = P, то -примитивная группа явля-

ется  примитивной  группой   и   b(F) = b(F) –  

Q-граница в смысле определения III, 2.1 (с) из 
[8]. При X = E из теоремы 2.2 вытекает 

Следствие 3 [12]. Пусть F – класс Шунка. 

Группа G  F всякий раз, как N1N2  H = (N1 H) 
(N2  H) для любого F-проектора H и любых 

нормальных подгрупп N1 и N2 из G, тогда и толь-
ко тогда, когда b(F) состоит из примитивных 

групп, имеющих только две минимальные нор-
мальные подгруппы. 

Результаты работы анонсированы в [13]. 
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