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Исследованы вопросы непрерывной в среднем квадратическом зависимости от начальных данных решений систем 
дифференциальных уравнений, содержащих стохастическое дифференциальное уравнение в частных производных ги-
перболического типа и обыкновенные стохастические дифференциальные уравнения с запаздыванием, связанные меж-
ду собой запаздывающими связями.  
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The problems of the continuous in the mean square dependence on the initial data of the solutions of systems of differential 
equations containing a stochastic differential equation in partial derivatives of a hyperbolic type and ordinary stochastic 
differential equations with delay, which are connected by delay connections, are investigated.  
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Введение 
При исследовании многих сложных систем 

современной науки и техники, особенно в таких 
отраслях, как теория управления, радиофизика, 
радиотехника и электроника, необходимо иссле-
довать динамические системы с учетом случай-
ных возмущений [1]–[3]. Довольно большой 
класс реальных сложных систем может быть 
описан математическими моделями в виде сис-
тем стохастических дифференциальных уравне-
ний, содержащих уравнения в частных произ-
водных и уравнения в обыкновенных производ-
ных с отклонением по времени, связанные между 
собой запаздывающими связями. В монографии 
[4] исследованы подобные системы, которые 
описываются системой уравнений, содержащей 
взаимосвязанные уравнения в частных произ-
водных и обыкновенные дифференциальные 
уравнения с запаздыванием.  

 
1 Постановка задачи 
В работе [5] доказана теорема о существо-

вании и единственности с точностью до стохас-
тической эквивалентности непрерывного по сво-
им аргументам с вероятностью единица решения 
следующей системы стохастических дифференци-
ально-функциональных уравнений, содержащей 
уравнения в частных производных и уравнения в 
обыкновенных производных с отклоняющимся 

аргументом, связанные между собой запазды-
вающими связями и краевыми условиями: 
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где, согласно [5], [0, ] ,t T R   ,T    x  – n-мер-

ный вектор, принадлежащий ограниченной об-
ласти ,nE   nE  – n-мерное евклидово про-

странство, S – замыкание области ,  ( , )u t x  – 

случайная функция, определенная на множестве 
[0, ] ,T   ( )ky t  – случайные функции, опре-

деляемые на [0,T] ,  ( ),w t  ( )k t  – стохасти-

чески независимые между собой винеровские 
процессы единичной интенсивности, F, ,  ,kf  

kg   – нелинейные функционалы, ( ),ij x  ( )x  – 

детерминированные функции, определяемые в 
области ,  ,kpla  ,kplb  0 ,p  1p  – вещественные по-

стоянные, ,r  ,l  , 0,1,...r l R  – неотрицатель-

ные постоянные 0( 0),      – некоторое фик-

сированное значение ,x  0E  – начальное множе-

ство вида [ ,0],max  где 0 1max{ , ,..., },max R      

0 ( , ),t x  1( , )t x  – случайные функции, опреде-

ленные на множестве 0 ,E   0 ( ),kh t  1( )kh t  – 

случайные функции, определенные на множестве 

0 ,E   0   – малый параметр, v – направление 

внешней нормали к поверхности S, { , , }P   – 

вероятностное пространство с  -алгеброй   и 
вероятностной мерой P(A), в котором выделен 
некоторый поток (монотонно неубывающее се-
мейство)  -алгебр ( ).t  Все вводимые случай-

ные функции, как функции аргумента t, предпо-
лагаются подчиненными потоку ( ),t  т. е. для 

каждого t t -измеримыми. 

Многие сложные системы вида (1.1)–(1.7), 
содержащие одно звено с распределенными па-
раметрами и K звеньев с сосредоточенными па-
раметрами, могут быть описаны ([5], [6]) с высо-
кой степенью точности следующей системой 
векторно-матричных уравнений: 
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с начальными условиями 
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Для вектора ( , )v t   положим, что 
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 2 Основной результат 

Для системы (1.8)–(1.10) справедлива сле-
дующая теорема. 

Теорема. Пусть система (1.8)–(1.10) удов-
летворяет следующим условиям: 

1) вектор-функционалы ,mF  f, матрицы g, 

m  измеримы по совокупности своих перемен-

ных и непрерывны по t, ;  

2) существуют такие постоянные 1 ,mK  

2 ,K  3 ,mK  что справедливы неравенства 

1 1 2 2( , , , ) ( , , , )m mF t v z F t v z     

 
1 1 2 2

1 1 2 1 2

( , , , ) ( , , , )

,

m m

m

t v z t v z

K v v z z

     

   
 

1 1 2 2( , , , ) ( , , , )f t v z f t v z     

 
1 1 2 2

2 1 2 1 2

3

( , , , ) ( , , , )

,

, 1, 2,...;m m

g t v z g t v z

K v v z z

K m
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4) компоненты вектор-функций ( ),H t  ( ),m t  

1,2,...m   непрерывны и ограничены при 0t E  и 

некоррелированы между собой и с процессами 
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имеет все корни с вещественной частью, удовле-
творяющей неравенству Re 0,j     где 0.    

Тогда решение { ( , ), ( , )}v t z t   системы 

(1.8)–(1.10) непрерывно в среднем квадратиче-
ском зависит от возмущений на начальном мно-
жестве. 

Доказательство. В силу теоремы о сущест-
вовании и единственности с точностью до сто-
хастической эквивалентности непрерывного по 
своим  аргументам  с  вероятностью единица 

решения [5] система (1.8)–(1.10) имеет единст-
венное решение, удовлетворяющее системе ин-
тегральных уравнений 
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где V (t) – матрица, удовлетворяющая уравнению 

0

( )
( )

R

l l
l

dV t
AV t

dt 

                   (2.2) 

с начальным условием 
, 0;

( )
, 0;

t
V t

E t


   

0
 

0 – нулевая матрица, E – единичная матрица. 
 Введем в рассмотрение случайный вектор-
процесс { ( , ), ( , )}v t z t   , являющийся решением 

системы (1.8)–(1.9) с начальными условиями 
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такими, что 
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 Рассмотрим квадрат разности решений 
{ ( , ), ( , )}v t z t   и { ( , ), ( , )}v t z t   . Применяя опера-

цию математического ожидания и используя не-
равенство Колмогорова – Дуба [7], с учетом ус-
ловий теоремы, получаем: 
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 Проводя аналогичные выкладки для мате-
матического ожидания квадрата разности про-
цессов ( , )z t   и ( , ),z t   получаем 
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(2.5) 

где константа N удовлетворяет неравенству 
2

( )V t N  при любом [ , ],maxt T   существо-

вание константы N вытекает из условия 5) тео-
ремы. Складывая неравенства (2.4)–(2.5), полу-
чаем 
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 Применяя к полученному неравенству лем-
му Гронуолла – Белмана [8], получаем 
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Положив далее 
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приходим к следующему неравенству 
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которое и доказывает справедливость утвержде-
ний теоремы.                                                            
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