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Устанавливаются новые признаки частичной разрешимости конечной факторизуемой группы с ограничениями на ин-
дексы в цепях подгрупп от сомножителей до группы. В частности, доказана разрешимость конечной группы G = AB с 
разрешимыми сомножителями A и B при условии, что существуют цепи от подгрупп A и B до группы G, в которых ин-
дексы соседних ненормальных подгрупп либо нечетные, либо равны 2 или 4.  
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We establish new criteria of partial solubility of a finite factored group with restrictions on indices in chains of subgroups from 
factors to the group. In particular, it is proved that if A and B are soluble subgroups of a group G such that there exist chains 
from A and B to G in which indices of neighboring non-normal subgroups are either odd or equal to 2 or 4 and G = AB, then G 
is soluble. 
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Введение  
Пусть   – некоторое множество натураль-

ных чисел, замкнутое относительно делителей, 
т. е. если x  и натуральное число y  делит x  
то y X    

Подгруппа H  называется K -субнормаль-
ной подгруппой группы G  если существует це-
почка подгрупп  

 0 1 nH H H … H G                 (0.1) 

такая, что для каждого i  либо подгруппа 1iH   

нормальна в iH   либо 1i iH H X     обознача-

ется H  K sn  G  Цепь (0.1) будем называть 
K -субнормальной для подгруппы H    

Если исключить возможность нормальности 

1iH   в iH   то получаем понятие  -субнормаль-

ности. Если    – множество всех простых 
чисел, то возникает случай K -субнормаль-
ности.  

Факторизуемые группы с  -субнормаль-
ными и K -субнормальными сомножителями 
исследовались в работах [1]–[8]. В частности, 
В.Н. Княгина и В.Н. Тютянов [6] получили при-
знаки разрешимости (r-разрешимости) группы 
G AB  c разрешимыми (r-разрешимыми)  -суб-
нормальными подгруппами A  и B  для некото-
рых конкретных значений множества    

В настоящей работе мы переносим резуль-
таты работы [6] на случай, когда сомножители 
K -субнормальны.  
 

1 Вспомогательные результаты  
Рассматриваются только конечные группы. 

В отношении терминологии и обозначений бу-
дем придерживаться [9]. 

Множества всех натуральных и простых чи-
сел обозначаются через   и   соответственно. 
Пусть p   Если порядок группы X  не делит-

ся на p  то X  называется p -группой. Группа, 

у которой факторы главного ряда либо имеют 
порядок np   n   либо являются p -группа-

ми, называется p-разрешимой. Запись Y X  
( )Y X  означает, что Y  – подгруппа (собствен-

ная) группы X   Порядок и индекс подгруппы Y  
в группе X  обозначаются через Y   и X Y    
соответственно. nA  и nS  – знакопеременная и 

симметрическая группы степени n  соответст-
венно.  

Лемма 1.1. Пусть   – некоторое множе-
ство натуральных чисел, замкнутое относи-
тельно делителей. Пусть H  – подгруппа конеч-
ной группы G  N  – нормальная в G  подгруппа. 
Тогда справедливы следующие утверждения:  

МАТЕМАТИКА
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(1) если H  K sn  G  то ( )H N  K sn  

N  и HN N  K sn  G N    
(2) если N H  и H N  K sn  G N   то H 

K sn  G   
(3) если H L G    H  K sn  L  L  K sn  

G  то H  K sn  G   
(4) если H  K sn  G  то gH  K sn  G  для 

любого g G    
Доказательство. 1. Пусть H – K -субнор-

мальная подгруппа группы G. Тогда существует 
существует цепь (0.1) такая, что 1iH   нормальна 

в iH   либо 1i iH H     для всех i  Рассмот-

рим следующую цепь в подгруппе N:  

0 1( ) ( ) ( )nH N H N H N … H N N           

Если 1iH   нормальна в iH   то iH N  нормаль-

на в iH  и 1 1i i iH N H H N      нормальна в 

iH   Пусть 1i iH H      Так как   

1 1 1( )i i i i iH N H N H N H H           

то по лемме об индексах  

1

1 1 1( ) ( ) .
i i

i i i i i i

H H

H H N H H N H H


  

  

      
 

Поэтому 1i iH N H N      делит 1i iH H      

Поскольку   – множество натуральных чисел, 
замкнутое относительно делителей, то 

1i iH N H N      и H N  K  sn  N.   

В фактор-группе /G N  рассмотрим цепь 
подгрупп:  

0 1

/

/ / / / .n

HN N

H N N H N N H N N G N


    

 

Если 1iH   нормальна в iH   то 1iH N N   

нормальна в iH N N   Пусть 1i iH H      По-

скольку 

1 1

1

1

i i i i

i i

i i

H N N H N N H N H N

H H

H N H N

 





      

  
 
    

 

то HN N  то K  sn  / .G N  Здесь опять ис-
пользовалось условие, что множество натураль-
ных чисел   замкнуто относительно делителей. 

2. Пусть N H  и /H N  – K -субнор-
мальная подгруппа группы / .G N  

Тогда существует K -субнормальная цепь 

0 1/ / / / / .nH N H N H N H N G N      

Следующая цепь будет K -субнормальной це-
почкой для подгруппы H: 

0 1 .nH H H H G      

Аналогично проверяются утверждения (3) и (4).  
 Лемма 1.2. Пусть   – некоторое множе-
ство натуральных чисел, замкнутое относи-
тельно делителей. Пусть A и B – K -субнор-
мальные подгруппы конечной группы G и G = AB. 
Если  

0 1 1n nA A A A A G        

K -субнормальная цепь, то tA B  K -суб-

нормальная подгруппа в tA  для каждого t. 

Доказательство. Поскольку подгруппа B – 
K -субнормальна в G, то существует K -суб-
нормальная цепь 

0 1 1 .m mB B B B B G       

По условию G = AB, а по тождеству Деде-
кинда  

( ) ( )( )i i i j j iA A A B A B A B A B i j            
Понятно, что j iA B A B A B i j          Теперь 

1
1

i j
i j i j

i j

A B
A B A B

A B


  
     

  
 

1

1

1

j i j i

j i j i

j j

A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B







         
  
         

     

 

Зафиксируем полученное равенство:  

1 1j j i j i jA B A B A B A B            (1.1) 

По условию G AB   а по тождеству Дедекинда  

( )j j j jB A B B B A B B A B j            

1 1j j j jB B A B A B                 (1.2) 

Из (1.1) и (1.2) получаем:  

1 1i j i j j jA B A B B B i j              (1.3) 

Рассмотрим цепь подгрупп для tA B  в под-

группе tA    

0 1( ) ( ) ( )
t

t t t m t

A B

A B A B … A B A

 
        

(1.4) 

Если 1jB   нормальна в jB   то 1t j jA B B    

1t jA B    нормальна в t jA B   Если 1jB   не 

нормальна в jB   то 1j jB B      а из (1.3) при 

i t  следует, что 

1t j t jA B A B        

т. е. цепь (1.4) является K -субнормальной це-
почкой для подгруппы tA B  в .tA                      

Лемма 1.3. Если U V G   и K  – субнор-
мальная подгруппа в конечной группе G, то 
V K U K      делит V U      

Доказательство. По условию существует 
цепочка подгрупп  

0 1 mG K K … K K       
в которой подгруппа 1iK   нормальна в iK  для 

всех i  Так как 1K  – нормальная подгруппа 

группы G  то 1 1UK VK G   и  

1 1 1 1 1 1U U K UK K VK K V V K          

По теореме Лагранжа существует натуральное 
число d такое, что  

1 1

U V
d

U K V K
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1 1d V K U K V U          
Таким образом, в случае, когда 1K K  нормаль-

на в G  лемма верна. Теперь можно применить 

индукцию к подгруппам 1 1U K V K    и суб-

нормальной в 1V K  подгруппе V K   По ин-

дукции V K U K      делит 1 1V K U K      
поэтому V K U K      делит V U                  

 
2 Признак r -разрешимости при 2

2   

Зафиксируем натуральное число t  и про-
стое число p  Пусть  

 
 

| \{ } {0}

| {0}

t i
r

j

p p r i

r j j t

     

     

  


 

При 2r t   получаем множество  

 
 

2
2 | \{ } {0}

2 | {0} 2

i

j

p p r i

j j

     

     

  


 

которое состоит из чисел 1, 2, 4 и всех натураль-
ных степеней нечетных простых чисел.  

Поскольку множество 2
2  замкнуто относи-

тельно делителей, то при 2
2   мы можем при-

менять леммы 1.1, 1.2. Нам потребуется еще сле-
дующий результат.  

Лемма 2.1. [10, теорема 1]. Пусть G  – ко-
нечная простая неабелева группа, H G  и 

aG H p     где p  – простое число. Тогда име-

ет место одно из следующих утверждений: 
(1)  nG A   1nH A    где an p    

(2)  ( )G PSL r q   H  – параболическая 

подгруппа в G, 

1

1

r
aq

G H p
q


   


 и r – простое число; 

(3)  (2 11)G PSL    5H A   

(4) 23G M   22H M  или 11G M   10H M   

(5)  4 4(2) (3)G PSU PSp    H  – параболи-

ческая подгруппа индекса 27.  
В частности, только группа (2 7)PSL   име-

ет подгруппы двух различных примарных индек-
сов, их индексы равны 7 и 8.  

Теорема 2.2. Пусть G – конечная группа и 
( )r G   Если A  и B   –  2

2K -субнормальные  

r-разрешимые подгруппы G  и G AB   то G  
является r-разрешимой группой.  

Доказательство. Пусть G – группа наи-
меньшего порядка такая, что G AB   где A  и 

B  – r-разрешимые 2
2K -субнормальные под-

группы, но группа G не является r-разрешимой. 
Ясно, что .A G B    

Согласно условию существуют 2
2K -суб-

нормальные цепи 

0 1 1 ;n nA A A A A G       

0 1 1 .m mB B B B B G       

Подгруппа A 2
2K -субнормальна в 1nA   по 

определению. По тождеству Дедекинда 

1 1( )n nA A A B     
По лемме 1.2 подгруппа 1nA B   является 

2
2K -субнормальной в 1.nA   Так как 1nA G    

то по индукции 1nA   r-разрешима. Если 1nA   

нормальна в 1n nA G A B    то G  r -разрешима, 

противоречие. Значит, 2
1 2nG A      Точно 

также, используя индукцию, заключаем, что 1mB   

r-разрешима и 2
1 2mG B      Следовательно, 

1 1n mG A B   и подгруппы A  и B  можно считать 

максимальными в группе G, т. е. можно считать, 
что 1nA A   и 1mB B    Из определения 2

2 -суб-

нормальности следует, что  

{ } ( )

l sG A p G B q

p q G l s

       
      

 

Заметим, что 2l     при 2p     
Рассмотрим случай, когда p q   Предпо-

ложим, что G – простая неабелева группа. Ввиду 
леммы 2.1 группа (2 7)G PSL    Но в этой груп-

пе примарные индексы максимальных подгрупп 
могут быть равными только 7 или 8. Это проти-
воречит определению 2

2K -субнормальной под-

группы. Получили противоречие. Поэтому в 
группе G имеется собственная минимальная нор-
мальная подгруппа N. В силу леммы 1.1 (1) усло-
вия теоремы наследуются фактор-группами 
группы G, поэтому N не является r-разрешимой 
группой. Следовательно, N не содержится в A и 
N не содержится в B. Поскольку A  и B  макси-
мальны в G  то G AN BN    Из полученных 
факторизаций имеем:  

( )lp G A N A N       

( )sq G B N B N        
Так как 

( ) 1N A N N B N          
то ( )( )N A N B N     По лемме 1.1 (1) под-

группы ( )A N  и ( )B N  2
2K -субнормальны 

в N. По индукции N r-разрешима, противоречие. 
Следовательно, p = q. Заметим 

| : | | : | 1,

| : | | : | 1.

l

s

p G A B A B

p G B A A B

   

   
 

Используя лемму об индексах получаем: 
| : | | : || : | .l s lG A B G A A A B p p       

В силу леммы 2.1 группа G не простая. Пусть N – 
минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда 
N не является r-разрешимой и  

1 kN N N     
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где iN  – изоморфные простые неабелевы груп-

пы. N  не содержится в A  и N  не содержится в 
B. Применяем лемму 1.3 к цепочке подгрупп   

A B A G     
При V G   U A  и 1K N  получаем, что 

1 11 N A N     делит lG A p     Аналогично, 

1 11 N B N     делит sG B p     При 

1V G U A B K N       

получаем, что 1 11 N A B N      делит 
l sG A B p       Итак, в простой группе 1N  

содержатся подгруппы   

1 1 1A N B N A B N        
индексы которых являются степенями простого 
числа p. Согласно лемме 2.1  

1 1 1 1 1 1N A N N B N N A B N            

1 1 1A N A B N B N        
Подгруппа 1A N  субнормальна в A и 1A N   

1B N   субнормальна в B  Согласно [11] под-

группа 1A N  субнормальна в G и p-разреши-

ма. Если 1 1A N    то 1( )GA N  – неединичная 

нормальная p-разрешимая подгруппа в G, проти-
воречие. Поэтому 1 1A N    Поскольку 1N   

1 1N A N     делит lG A p     то 1N  – p-груп-

па, что невозможно.                                                 
 

3 Множество   состоит из примарных 
чисел  

Множество   

 | {0}tp p t         

состоит из всех примарных чисел. Напомним, 
что примарным называют число, которое являет-
ся неотрицательной целой степенью простого 
числа. Для K  -субнормальных подгрупп вы-
полняются утверждения лемм 1.1 и 1.2, посколь-
ку   замкнуто относительно делителей. 

Теорема 3.1. Пусть G – конечная группа и 
( ) \{2 3 7}r G     Если A  и B  – K  -субнор-

мальные r-разрешимые подгруппы группы G и 
G AB   то G  является r-разрешимой группой.  

Доказательство. Предположим, что теоре-
ма неверна и G – минимальный контрпример. 
Аналогично доказательству теоремы 2.2 можно 
доказать, что подгруппы A и B максимальны в 
G  Если 1nA   нормальна в 1n nA G A B    или 

1nB   нормальна в nB  то G  r-разрешима, проти-

воречие. Значит, lG A p     sG B q     где 

{ } ( )p q G     
Сначала рассмотрим случай, когда p q   

Если G – простая неабелева группа, то в силу 
леммы 2.1 она изоморфна (2 7)PSL    Тогда, G  – 

r -группа. Противоречие с предположением, что 

G – контрпример минимального порядка. Поэто-
му минимальная нормальная подгруппа N  в G   
отлична от G. Подгруппа N не является r-раз-
решимой и 1 kN N N     где iN  – изоморф-

ные простые неабелевы группы. Поэтому N A  

и N B  Из полученного условия максимально-

сти подгрупп A и B в G заключаем, что G AN   

BN   Из равенств lG A p     sG B q    следует, 

что G AP BQ   для Syl ( )pP G   Syl ( )qQ G   
Поэтому  

A N A P

A N A P

     


     
 

или 

l lN P
p N A N p

A N A P

   
       

     
 

Аналогично можно показать, что sN B N q      
Так как  

(| : ) 1N A N N B N        
то ( )( )N A N B N     По лемме 1.1 (1) под-

группы ( )A N  и ( )B N  K  -субнормальны 

в N. По индукции N r-разрешима, противоречие.  
Поэтому p = q. Повторяя соответствующую 

часть доказательства теоремы 2.2, получаем про-
тиворечие с тем, что N не является r-разрешимой 
подгруппой.                                                              
 

4 Множество   состоит из всех нечетных 
чисел и чисел 2 и 4 

Множество 
{2 4} {2 1| }n n       

состоит из всех нечетных чисел и чисел 2 и 4.  
Нам потребуется следующий результат.  
Лемма 4.1. [12, теорема 3]. Если A  и B  – 

разрешимые подгруппы нечетных индексов в 
конечной группе G  и G AB   то G  разрешима.  

Теорема 4.2. Пусть A и B – K -субнор-
мальные подгруппы конечной группы G и G AB   
Если A  и B  разрешимы, то G  разрешима.  

Доказательство. Предположим, что утвер-
ждение неверно и пусть группа G – минималь-
ный контрпример к теореме. По условию суще-
ствует K -субнормальная цепь подгрупп 

0 1 1 .n nA A A A A G       

Подгруппа A K -субнормальна в 1nA   и 1nA    

1( )nA A B   по тождеству Дедекинда. По лем-

ме 1.2 подгруппа 1nA B   K -субнормальна в 

1.nA   По индукции подгруппа 1nA   разрешима. 

Поэтому в факторизации G AB  можно счи-
тать, что подгруппа 1nA A   максимальна. Ана-

логично, без ущерба для доказательства можно 
считать, что подгруппа B максимальна в G.  

Из определения K -субнормальности сле-
дует, что подгруппа A либо нормальна в G, либо 
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| : | .G A   Если A нормальна в G, то | : |G A  – 

простое число и G разрешима, противоречие. 
Если индекс подгруппы A равен 2 или 4, то фак-
тор-группа / GG M  изоморфна подгруппе сим-

метрической группы 4S  степени 4. Здесь 
x

G x GM M   – ядро подгруппы M в группе G. 

Поскольку 4 4 24S      то G разрешима. Опять 

получили противоречие. Следовательно, индекс 
подгруппы A в группе G нечетный. Аналогично, 
B – подгруппа нечетного индекса в G. По лемме 
4.1 группа G разрешима.                                                     

Отметим, что теоремы 2.2, 3.1 и 4.2 погло-
щают результаты работ [1], [4]–[6], [8].  
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