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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению по-

лиадических аналогов нормальных подгрупп в 
полиадических группах специального вида, яв-
ляется продолжением статьи [1] и составляет с 
ней единое целое, что отражено в названиях обе-
их статей. В связи с этим нумерация разделов в 
настоящей статье продолжает нумерацию разде-
лов в [1]. Сохраняется преемственность в отно-
шении соглашений, определений и обозначений 
из [1], все они остаются в силе и в данной статье. 
В ней ссылки на результаты из работы [1] даются 
без указания на эту работу. Например, ссылка на 
лемму 2.1 означает, что имеется в виду лемма 2.1 
из раздела 2 в [1]. 

4 Условия не n-полуинвариантности 
В следующей теореме доказываются нера-

венства, позволяющие сформулировать признаки 
не n-полуинвариантности, в частности неинвари-
антности подалгебр в полиадических группах 
специального вида. 

Теорема 4.1. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если для некоторого t = 2, …, l – 1 под-
становка t–1 не является тождественной, то 

существует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, 
что 
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то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подстановка 
(i–1)(n–1) не является тождественной, то суще-
ствует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, что 
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то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Доказательство. 1) Если t–1 – нетождест-
венная подстановка, то существует j  {1, …, k}, 
для которого t–1(j)  j, а так как B  A, то най-
дется такой элемент u  A, u  B, что 

1

( )
n

u B B


    B.             (4.2) 

Зафиксируем элемент b  B и выберем в Ak 
элемент x = (x1, …, xk) так, что xj = u, все осталь-
ные компоненты равны b, в частности 1 ( )t j

x 
 = b. 

Неравенство t–1(j)  j гарантирует такой выбор. 
Для случая t–1(j) = j такой выбор был бы невоз-
можен, так как u  b. 
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Если предположить инвариантность 
< Bk, s, , k > в < Ak, s, , k >, то 
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для выбранного x. 
Применяя к левой части последнего равен-

ства утверждение 3) леммы 2.1, а к правой – 
предложение 2.2 при B = C, получим 

1

1 1 1

( ) ( ) ( )j k

n n n

x B B x B B x B B
  

        = 

1 (1)

1

( )t

t l t

B B x B B
 

      

1 ( )

1

( )t j

t l t

B B x B B
 

      

1 ( )

1

( ),t k

t l t

B B x B B
 

      

откуда 
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Тогда из условия 
xj = u, 1 ( )t j

x 
 = b  B, u  B 

получаем 

1

( )
n

u B B


   = B, 

что противоречит (4.2). Поэтому верно (4.1). 
Следовательно, < Bk, s, , k > не является инвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

2) Полагаем в 1) t = (i – 1)(n – 1) + 1.             
Замечание 4.1.  В утверждении 1) теоремы 

4.1 отсутствует случай t = l, так как в этом слу-
чае из условия l =  следует тождественность 
подстановки t–1, что противоречит условию. 

Замечание 4 .2 .  В утверждении 2) теоремы 
4.1 условием i = 2, …, s исключается случай l = n, 
так как в этом случае s = 1. 

 
5 Следствия 
Полагая в теореме 4.1 t = 2, i = 2, получим 
Следствие 5.1. Пусть подстановка  из Sk 

удовлетворяет условию l = , < B,  > – n-арная 
подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если подстановка  не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 
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то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >; 

2) если подстановка n–1 не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 
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то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Считая в утверждении 1) теоремы 4.1  
циклом длины m  2, где m делит l – 1, получим 

Следствие 5.2. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-арная подгруппа 
n-арной группы < A,  >, B  A, t – любой элемент 
множества {2, …, m}. Тогда существует эле-
мент x = (x1, …, xk)  Ak такой, что верно равен-
ство (4.1), то есть l-арная подгруппа 
< Bk, s, , k > не является инвариантной в l-арной 
группе < Ak, s, , k >. 

Доказательство теоремы 4.1 позволяет бо-
лее конкретно переформулировать следствие 5.2. 

Следствие 5.3. Пусть  = {i1, …, im} – цикл 
из Sk длины m  2, m делит l – 1, < B,  > – n-
арная подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A, b 
– произвольный элемент из B, u – произвольный 
элемент из A \ B, зафиксируем любой 
j  {i1, …, im} и положим 

x = (x1 = b, …, xj–1 = b, xj = u, xj+1 = b, …, xk = b). 
Тогда 
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то есть l-арная подгруппа < Bk, s, , k > не явля-
ется инвариантной в l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Если  – цикл длины m  2, m не делит  
n – 1, то подстановка n–1 не является тождест-
венной. Поэтому, считая в утверждении 2) тео-
ремы 4.1 i = 2,  циклом длины m  2, где m де-
лит l – 1, m не делит n – 1, получим 

Следствие 5.4. Пусть  = {i1, …, im} – цикл 
из Sk длины m  2, m делит l – 1, m не делит n – 1, 
< B,  > – n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >, B  A, b – произвольный элемент из B, u 
– произвольный элемент из A \ B, зафиксируем 
любой j  {i1, …, im} и положим 

x = (x1 = b, …, xj–1 = b, xj = u, xj+1 = b, …, xk = b). 
Тогда 
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то есть < Bk, s, , k > не является n-полуинвари-
антной в l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Замечание 5 .1 .  В следствиях 5.3 и 5.4 в ка-
честве цикла длины m можно взять цикл 
(12  m)  Sk. При этом будут выполняться все 
неравенства из этих следствий. Сформулируем 
соответствующие следствия, не указывая эти 
неравенства. 

Следствие 5.5. Пусть m делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, B  A. 
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Тогда l-арная подгруппа < Bk, s, (12  m), k > не являет-
ся инвариантной в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k >. 

Следствие 5.6. Пусть m делит l – 1, m не 
делит n – 1, < B,  > – n-арная подгруппа n-арной 
группы < A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  m), k > не является n-полуинвариант-
ной в l-арной группе < Ak, s, (12  m), k >. 

Полагая в следтвиях 5.5 и 5.6 m = k, полу-
чим ещё два следствия. 

Следствие 5.7. Пусть k делит l – 1, < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, 
B  A. Тогда l-арная подгруппа < Bk, s, (12  k), k > 
не является инвариантной в l-арной группе 
< Ak, s, (12  k), k >. 

Следствие 5.8. Пусть k делит l – 1, k не де-
лит n – 1, < B,  > – n-арная подгруппа n-арной 
группы < A,  >, B  A. Тогда l-арная подгруппа 
< Bk, s, (12  k), k > не является n-полуинвариант-
ной в l-арной группе < Ak, s, (12  k), k >. 

Случай n = 2. В этом случае понятия 2-по-
луинвариантности и полуинвариантности для  
n-арных подгрупп тождественны понятию нор-
мальности для подгрупп. Потому при n = 2 из 
теорем 3.1 (утверждение 2)) и 4.1 (утверждение 
1) при t = 2) вытекает 

Следствие 5.9. [2, предложение 4.1.1]. Пусть 
подстановка  из Sk удовлетворяет условию 
l = , B – подгруппа группы A. Тогда: 

1) l-арная подгруппа < Bk, [ ]l, , k > полуинва-
риантна в l-арной группе < Ak, [ ]l, , k > тогда и 
только тогда, когда подгруппа B нормальна в 
группе A; 

2) если B  A, подстановка  не является 
тождественной, то < Bk, [ ]l, , k > не является 
инвариантной в < Ak, [ ]l, , k >. 

Можно сформулировать аналогичные би-
нарные результаты для других приведённых вы-
ше следcтвий. Ограничимся здесь таким резуль-
татом для следcтвий 3.3 (утверждение 2)) и 5.8, 
считая в нём n = 2, l = k + 1. 

Следствие 5.10 [2, следствие 4.1.4]. Пусть 
B – подгруппа группы A. Тогда: 

1) (k + 1)-арная подгруппа < Bk, [ ]k+1, (12  k), k > 
(k + 1)-арнoй группы < Ak, [ ]k+1, (12  k), k > полуин-
вариантна в ней тогда и только тогда, когда 
подгруппа B нормальна в группе A; 

2) если B  A, то < Bk, [ ]k+1, (12  k), k > не яв-
ляется инвариантной в < Ak, [ ]k+1, (12  k), k >. 

Случай n = 3. Полагая в теореме 4.1 n = 3, 
получим 

Следствие 5.11. Пусть для подстановки  
из Sk подстановка 2s является тождественной, 
< B,  > – тернарная подгруппа тернарной груп-
пы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если для некоторого t = 2, …, 2s подста-
новка t–1 не является тождественной, то су-
ществует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, 
что 
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то есть (2s + 1)-арная подгруппа < Bk, s, , k > не 
является инвариантной в (2s + 1)-арной группе 
< Ak, s, , k >; 

2) если для некоторого i = 2, …, s подста-
новка 2(i–1) не является тождественной, то су-
ществует такой элемент x = (x1, …, xk)  Ak, что 
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то есть < Bk, s, , k > не является 3-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Аналогичные результаты, соответствующие 
случаю n = 3, можно сформулировать для всех 
полученных выше следствий из теоремы 4.1. Ог-
раничимся следствиями 5.1 и 5.2. 

Следствие 5.12. Пусть для подстановки  
из Sk подстановка 2s является тождественной, 
< B,  > – тернарная подгруппа тернарной груп-
пы < A,  >, B  A. Тогда: 

1) если подстановка  не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 

, ,

2

)k k
s k

s

B B (x  ≠ , ,

2 1

),k k k
s k

s

B B B



 ( x  

то есть (2s + 1)-арная подгруппа < Bk, s, , k > не 
является инвариантной в (2s + 1)-арной группе 
< Ak, s, , k >; 

2) если подстановка 2 не является тождест-
венной, то существует элемент x = (x1, …, xk)  Ak 
такой, что 

, ,

2

)k k
s k

s

B B (x  ≠ , ,

2( 1)

( ),k k k k
s k

s

B B B B



 x   

то есть < Bk, s, , k > не является 3-полуинвари-
антной в < Ak, s, , k >. 

Следствие 5.13. Пусть  – цикл из Sk длины 
m  2, m делит 2s, < B,  > – тернарная подгруп-
па тернарной группы < A,  >, B  A, t – любой 
элемент множества {2, …, m}. Тогда существу-
ет элемент x = (x1, …, xk)  Ak такой, что верно 
неравенство (5.1), то есть (2s + 1)-арная под-
группа < Bk, s, , k > не является инвариантной в 
(2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k >. 
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