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В данной работе мы получили парциальные волны в двумерном релятивистском 

конфигурационном представлении, выраженные через присоединённые функции Ле-

жандра первого и второго рода. 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ЛОГУНОВА-ТАВХЕЛИДЗЕ  

С РЕЛЯТИВИСТСКИМ АНАЛОГОМ ПОТЕНЦИАЛА  

ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА  

 
Двумерное уравнение Логунова-Тавхелидзе, описывающее связанные состояния 

системы двух скалярных частиц одинаковой массы ,m  в импульсном представлении 

имеет следующий вид: 
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где 2E  – энергия системы,  

p  – относительный импульс в системе центра масс;  

ψ( )p  – волновая функция;  

 ,V p k  – потенциал.  

Нерелятивистский потенциал гармонического осциллятора имеет следующий вид  

 

  2 2ρ ω ρ ,V 
                                                       

(2) 

 
где ω  – константа связи;  

ρ 0  – модуль двумерного радиус-вектора ρ  в координатном представлении.  

Используя двумерное преобразование Фурье для потенциала (2), получим его вы-

ражение в импульсном представлении: 

 

    2 2, (2π) ω pV    p k p k , (3) 

 

где 
p  – оператор Лапласа на плоскости импульсов;  

  p k  – двумерная дельта-функция.  
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Для получения одного из вариантов релятивистского обобщения потенциала (3) 

преобразуем его, заменив разность импульсов p k  в евклидовом пространстве на раз-

ность  p k , заданную в импульсном пространстве Лобачевского [1]: 
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В результате получим релятивистский аналог потенциала (3) 
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Нетрудно видеть, что нерелятивистский предел (предел при m ) выражения (5) 

приводит к потенциалу (3). Подстановка потенциала (5) в уравнение (1) и интегрирова-

ние с учетом свойств дельта-функции [2] приводит к следующему дифференциальному 

уравнению в частных производных: 

 

  2 2 2 2ψ( ) ω ψ( )pE m p    p p , (6) 

 

где p = p ;  

 p  – двумерный оператор Лапласа.  

Упростим уравнение (6), представив искомую волновую функцию в форме 
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где φ  – полярный угол;  

μψ ( )p  – парциальные волновые функции.  

Подстановка ряда (7) в уравнение (6) приводит к обыкновенному дифференци-

альному уравнению для парциальной волновой функции: 
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Решение уравнения (8) имеет следующий вид [3]: 
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где  2 2β α E m  ;  

μC  – произвольная константа;  

 1 1 , ,F a b x  – вырожденная гипергеометрическая функция [4].  
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Для того чтобы волновая функция (9) была конечна при любых значениях пере-

менной p , надо потребовать выполнение следующего условия: 

 

1 2 β 4 μ 2 , 0,1,2...n n    
                                     

(10) 

Учитывая обозначения, введенные в формуле (9), получим из равенства (10) усло-

вие квантования энергии системы двух частиц  

 

 
  22 2 2ω 2 μ 1 .E n m     (11) 

 

Наличие условия (10) приводит к тому, что вырожденная гипергеометрическая 

функция в формуле (9) преобразуется в обобщенный полином Лагерра [4]. Таким обра-

зом, волновая функция (9) представима в форме 
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Для определения константы 
μ,nC  

воспользуемся условием нормировки парциальных 

волновых функций  
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Подстановка волновой функции (12) в условие (13) и последующее вычисление инте-

грала [5] приводит к следующему выражению для нормировочной константы: 
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Таким образом, в работе получено точное решение двумерного уравнения Логу-

нова-Тавхелидзе для релятивистского аналога потенциала гармонического осциллятора 

в импульсном представлении. Найдены точные парциальные волновые функции и 

условие квантования энергии двухчастичной системы.  
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