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Рассматриваются только конечные группы. Знание свойств вложения силовских подгрупп
в группу позволяет во многих случаях получить существенную информацию о самой группе.
Например, группа 𝐺 нильпотентна тогда и только тогда, когда ее силовские подгруппы нор-
мальны (субнормальны) в 𝐺. Согласно известной теореме Глаубермана [1], если все силовские
подгруппы группы самонормализуемы, то группа является 𝑝-группой для некоторого простого
числа 𝑝.

Хорошо известны [2] следующие обобщения понятия субнормальности. Пусть F — непустая
формация. Подгруппа 𝐻 группы называется: F-субнормальной в 𝐺, если либо 𝐻 = 𝐺, либо
существует максимальная цепь подгрупп 𝐻 = 𝐻0 < 𝐻1 < · · · < 𝐻𝑛−1 < 𝐻𝑛 = 𝐺 такая,
что 𝐻F

𝑖 ≤ 𝐻𝑖−1 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; K-F-субнормальной в 𝐺, если существует цепь подгрупп
𝐻 = 𝐻0 ≤ 𝐻1 ≤ · · · ≤ 𝐻𝑛−1 ≤ 𝐻𝑛 = 𝐺 такая, что либо 𝐻𝑖−1 E 𝐻𝑖, либо 𝐻

F
𝑖 ≤ 𝐻𝑖−1 для

𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
В случае, когда F совпадает с классом N всех нильпотентных групп, всякая N-субнор-

мальная подгруппа является субнормальной, обратное утверждение в общем случае неверно.
Однако в разрешимых группах эти понятия эквивалентны.

Отметим, что в любой группе всякая субнормальная подгруппа является K-F-субнормаль-
ной, обратное утверждение верно не всегда. Для случая F = N понятия субнормальной и
K-N-субнормальной подгрупп эквивалентны.

В монографии [2] нашли отражение результаты многочисленных работ, в которых изуча-
лись свойства F-субнормальных, K-F-субнормальных подгрупп и их приложения.
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В [3] были начаты исследования влияния F-субнормальных силовских подгрупп на строе-
ние всей группы, где F — непустая насыщенная формация. В [4, 5] были исследованы классы
w𝜋F и w𝜋F всех групп 𝐺, у которых 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋(F) и для 𝑝 из 𝜋 все силовские 𝑝-подгруппы
являются F-субнормальными, соответственно K-F-субнормальными в 𝐺.

Хорошо известно, какую важную роль играют свойства нормализаторов неединичных при-
марных подгрупп (локальных подгрупп) при классификации конечных простых неабелевых
групп. В последние годы локальные подгруппы активно используются при изучении непро-
стых, в частности, разрешимых групп. В 1986 году в работе [6] было установлено, что группа
нильпотентна, если нормализаторы ее силовских подгрупп (кратко, силовские нормализато-
ры) нильпотентны. В [7] приведен обзор работ, в которых изучались группы со сверхраз-
решимыми силовскими нормализаторами, а также группы с принадлежащими насыщенной
формации F силовскими нормализаторами.

Работы [8, 9] послужили мотивацией для начала исследования групп с F-субнормальными
силовскими нормализаторами [10].

Определение 1. [10] Пусть F — непустая формация групп. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 на-
зывается сильно K-F-субнормальной в 𝐺, если 𝑁𝐺(𝐻) является F-субнормальной подгруппой
в 𝐺.

Отметим, что подгруппа нормальна в своем нормализаторе. Поэтому в любой группе вся-
кая сильно K-F-субнормальная подгруппа является K-F-субнормальной. Обратное утвержде-
ние неверно, например, для формации F = U всех сверхразрешимых групп. Пусть 𝑆 — симмет-
рическая группа степени 3, 𝑈 — точный неприводимый 𝑆-модуль над полем F7 из 7 элементов,
группа 𝐺 = [𝑈 ]𝑆. Из неабелевости 𝑆 следует, что 𝐺 не является сверхразрешимой. Так как
𝐺/𝑈 сверхразрешима, подгруппа𝐻 = 𝑈𝑄 является K-U-субнормальной подгруппой группы𝐺,
где 𝑄 — силовская 3-подгруппа группы 𝐺, лежащая в 𝑆. Из сверхразрешимости𝐻 следует, что
𝑄 K-U-субнормальна в 𝐺. Заметим, что подгруппа 𝑄 не является сильно K-U-субнормальной
в 𝐺. Это следует из того, что нормализатор 𝑄 в 𝐺 равен подгруппе 𝑆, которая не является
нормальной и U-субнормальной в 𝐺.

Определение 2. Для некоторого множества простых чисел 𝜋 и непустой формации F
через w*

𝜋F обозначается класс всех групп 𝐺, у которых 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋(F) и для любого 𝑞 ∈ 𝜋∩𝜋(𝐺)
всякая силовская 𝑞-подгруппа является сильно F-субнормальной в 𝐺.

В случае, когда 𝜋 = P — множество всех простых чисел, будем обозначать w*
PF = w*F.

Отметим, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋(F) и 𝜋 ∩ 𝜋(𝐺) = ∅, то 𝑁𝐺(1) = 𝐺 F-субнормальна в 𝐺 и 𝐺 ∈ w*
𝜋F.

Теорема 1. Пусть F — непустая наследственная формация и 𝜋 ⊆ P. Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) F ⊆ w*F ⊆ w*
𝜋F.

(2) w*
𝜋F — формация.

(3) w*
𝜋F = w*

𝜋(w*
𝜋F).

Пусть 𝑝— простое число. Через 𝑙𝑝(𝐺) обозначается 𝑝-длина 𝑝-разрешимой группы𝐺. Ариф-
метическая длина — это 𝑎𝑙(𝐺) = Max 𝑙𝑝(𝐺), когда 𝑝 пробегает все простые числа. L𝑎(𝑛) —
класс всех разрешимых групп, арифметическая длина которых 𝑎𝑙(𝐺) ≤ 𝑛, L𝑎(1) — класс всех
разрешимых групп c 𝑎𝑙(𝐺) ≤ 1.

Теорема 2. Пусть F — наследственная насыщенная формация такая, что F ⊆ L𝑎(1)
и 𝜋 = 𝜋(F). Тогда и только тогда группа 𝐺 принадлежит формации N𝜋′ × F, когда все ее
силовские подгруппы являются сильно K-F-субнормальными в 𝐺.
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Следствие 1. Пусть F — наследственная насыщенная формация такая, что F ⊆ L𝑎(1)
и 𝜋(F) = P. Тогда и только тогда группа 𝐺 принадлежит формации F, когда все ее силовские
подгруппы являются сильно K-F-субнормальными в 𝐺, т. е. w*F = F.

Следствие 2. [8] Если нормализатор любой силовской подгруппы группы 𝐺 является
U-субнормальной подгруппой в 𝐺, то 𝐺 сверхразрешима.

Следствие 3. [10] Пусть F — формация всех метанильпотентных групп. Тогда и толь-
ко тогда 𝐺 ∈ F, когда нормализатор любой силовской подгруппы группы 𝐺 является F-
субнормальной подгруппой в 𝐺.

Следствие 4. [10] Пусть F — формация всех групп с нильпотентным коммутантом.
Тогда и только тогда 𝐺 ∈ F, когда нормализатор любой силовской подгруппы группы 𝐺
является F-субнормальной подгруппой в 𝐺.

Следствие 5. Тогда и только тогда 𝐺 ∈ L𝑎(1), когда нормализатор любой силовской
подгруппы группы 𝐺 является L𝑎(1)-субнормальной подгруппой в 𝐺.

Отметим, что в общем случае w*F ̸= F. Пусть F = N3 — формация всех разрешимых
групп, нильпотентная длина которых не превосходит 3. Обозначим 𝑀 = 𝑆4, где 𝑆4 — сим-
метрическая группа степени 4. Известно, что существует точный неприводимый 𝑀 -модуль 𝑈
над полем F3 из 3 элементов. Рассмотрим полупрямое произведение 𝐺 = [𝑈 ]𝑀 . Заметим, что
нильпотентная длина 𝐺 равна 4 и 𝜋(𝐺) = {2, 3}. Так как подгруппа𝑀 является минимальной
не N2-группой, то 𝐺 — минимальная не N3-группа. Отметим также, что 𝐺 имеет арифметиче-
скую длину 𝑎𝑙(𝐺) = 2. Нетрудно видеть, что нормализаторы ее силовских подгрупп являются
F-субнормальными подгруппами в 𝐺, но сама группа 𝐺 не принадлежит F. Следовательно,
w*N3 ̸= N3.
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Будем говорить, что группа 𝐴 определяется своей группой автоморфизмов в классе групп
X, если из 𝐴𝑢𝑡(𝐴) ∼= 𝐴𝑢𝑡(𝐵), где 𝐵 ∈ X, всякий раз следует, что 𝐴 ∼= 𝐵.

Cмешанные факторно делимые группы конечного ранга определили А. А. Фомин и У.
Уиклесс в работе [1]. Группа 𝐴 называется факторно делимой, если она не содержит ненуле-
вых периодических делимых подгрупп, но содержит такую свободную подгруппу F конечного
ранга, что 𝐴/𝐹 – периодическая делимая группа.

Вопрос определяемости факторно делимой группы ранга 1 своей группой автоморфизмов
в классе всех таких групп рассмотрен в работе [4]. Определяемость факторно делимых групп
своими полугруппами эндоморфизмов рассматривались в работах [2],[3].

Класс всех факторно делимых групп ранга 1 обозначим 𝒬𝒟1. Кроме того, нам потребуется
следующее

Определение 1. Будем говорить, что конечная циклическая группа 𝐴 слабо определя-
ется своей группой автоморфизмов, если для любой конечной циклической группы 𝐵 � 𝐴 из
условия Aut𝐴 ∼= Aut𝐵 следует, что число ненулевых компонент 𝐵𝑝 группы 𝐵 больше, чем
число ненулевых компонент 𝐴𝑝 группы 𝐴.

Предложение 1. [4, Теорема 3] Группа 𝐴 ∈ 𝒬𝒟1 определяется своей группой автомор-
физмов в классе 𝒬𝒟1 тогда и только тогда, когда t(𝐴) — циклическая группа (возможно,
нулевая), слабо определяющаяся своей группой автоморфизмов, и 𝑝𝐴 ̸= 𝐴 для всех 𝑝 ∈ P
таких, что 𝐴𝑝 = 0.

Назовем группу 𝐺 вполне разложимой факторно делимой группой, если 𝐺 =
⨁︀

𝑖∈𝐼 𝐴𝑖, где
𝐴𝑖 ∈ 𝒬𝒟1. Класс всех таких групп обозначим 𝒬𝒟𝑐𝑑. Группу 𝐺 из 𝒬𝒟𝑐𝑑 назовем однородной,
если 𝐺 =

⨁︀
𝑛𝐴, где 𝐴 ∈ 𝒬𝒟1, класс всех таких групп обозначим 𝒬𝒟*.

Предложение 2. Группа 𝐺 =
⨁︀

𝑛𝐴 ∈ 𝒬𝒟* определяется своей группой автоморфизмов
в классе 𝒬𝒟*, если группа 𝐴 определяется в классе 𝒬𝒟1 своей группой автоморфизмов.




