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Тогда группа Γ удовлетворяет альтернативе Титса.
Для пары чисел 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 рассмотрим группу

𝐺𝑖𝑗 = ⟨𝑥𝑖, 𝑥𝑗 | 𝑥𝑞𝑖𝑖 = 𝑥
𝑞𝑗
𝑗 = 𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

𝑞𝑖𝑗 = 1⟩,

которую называют вершинной группой. Существует естественной гомоморфизм 𝐺𝑖𝑗 → Γ, од-
нако этот гомоморфизм не всегда является инъективным. Поэтому если 𝐺𝑖𝑗 содержит неабе-
леву свободную подгруппу, мы не можем утверждать, что Γ содержит такую подгруппу. Мы
доказываем следующую теорему.

Теорема 1. Предположим, что для группы Γ существует вершинная группа 𝐺𝑖𝑗 об-
ладающая свойством: существует гомоморфизм 𝜌 : 𝐺𝑖𝑗 → 𝑃𝑆𝐿2(C) такой, что элементы
𝜌(𝑥𝑖), 𝜌(𝑥𝑗), 𝜌(𝑤𝑖𝑗) имеют порядки 𝑞𝑖, 𝑞𝑗 , 𝑞𝑖𝑗 соответственно (такой гомоморфизм называется
специальным) и группа 𝜌(𝐺𝑖𝑗) содержит неабелеву свободную подгруппу. Тогда существует
гомоморфизм 𝜌 : Γ→ 𝑆𝑂𝑛+1(C) такой, что 𝜌(Γ) (а следовательно и Γ) содержит неабелеву
свободную подгруппу. Таким образом, Γ удовлетворяет альтернативе Титса.
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Рассматриваются только конечные разрешимые группы. Необходимые обозначения, опре-
деления и результаты можно найти в [1], [2]. Замкнутый относительно взятия нормальных
подгрупп класс групп X называется классом Фиттинга, если в каждой группе имеется един-
ственная максимальная нормальная X-подгруппа 𝐺X, называемая X-радикалом группы 𝐺.
Если F — класс Фиттинга, то подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется F-инъектором группы 𝐺,
если 𝐻 ∩ 𝑁 — максимальная F-подгруппа в 𝑁 для каждой субнормальной подгруппы 𝑁 из
𝐺. По теореме Гашюца–Фишера –Хартли в любой группе 𝐺 имеется единственный класс со-
пряженных F-инъекторов.

1Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция – 2025» (задание 1.1.02 подпрограммы 11.1 «Матема-
тические модели и методы») при финансовой поддержке Министерства образования Республики Беларусь
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Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵 — произведение своих подгрупп 𝐴 и 𝐵. Подгруппа 𝐹 группы 𝐺 называ-
ется префакторизуемой относительно 𝐺 = 𝐴𝐵, если 𝐹 = (𝐴 ∩ 𝐹 )(𝐵 ∩ 𝐹 ). Префакторизуемая
подгруппа 𝐹 называется факторизуемой, если дополнительно выполняется 𝐴 ∩𝐵 ⊆ 𝐹 .

В [3] Локетт в классе разрешимых групп установил классы Фиттинга F, для которых в
каждой группе 𝐺 = 𝑀𝑁 с нормальными подгруппами 𝑀 и 𝑁 любой F-инъектор является
префакторизуемым. В [4] Амберг и Хефлинг рассматривали классы Фиттинга, для которых
в группах 𝐺 = 𝐴𝐵 с нильпотентными подгруппами 𝐴 и 𝐵 существуют префакторизуемые
(факторизуемые) F-инъекторы. Пусть F— непустой класс групп. В дальнейшем для краткости
всякую группу 𝐺 = 𝐴𝐵 будем называть ди-F-группой, если 𝐴 и 𝐵 принадлежат F.

Задача 1. Конструктивно описать классы (формации) Фиттинга F, для которых спра-
ведливо утверждение: если 𝐺 = 𝐴𝐵 — ди-F-группа и 𝐼 — ее F-инъектор, перестановочный с
подгруппами 𝐴 и 𝐵, то 𝐼 факторизуем относительно 𝐺 = 𝐴𝐵.

В работе [5] нами данная проблема была решена в классе S всех разрешимых групп для
случая, когда F — разрешимая насыщенная формация Фиттинга. В настоящем сообщении
мы продолжаем данные исследования и решаем проблему для случая, когда F — формация
Фишера. Прежде чем сформулировать основной результат, напомним, что класс Фиттинга F
называется классом Фишера, если F замкнут относительно взятия подгрупп вида 𝑃𝑁 , где 𝑃
— силовская 𝑝-подгруппа и 𝑁 — нормальная подгруппа группы 𝐺. Формация F, одновременно
являющаяся классом Фишера, называется формацией Фишера.

Теорема 1. Пусть F — формация Фишера. Тогда следующие утверждения эквивалент-
ны.

(1) Если 𝐺 = 𝐴𝐵 — ди-F-группа и 𝐼 — ее F-инъектор, перестановочный с подгруппами 𝐴
и 𝐵, то 𝐼 факторизуем в 𝐺 = 𝐴𝐵.

(2) Если 𝐺 = 𝐴𝐵 — ди-F-группа и 𝐼 — ее F-инъектор, перестановочный с подгруппами 𝐴
и 𝐵, то 𝐴 ∩𝐵 ⊆ 𝐼.

(3) Любая разрешимая F-критическая группа или является группой Шмидта, или имеет
простой порядок.

(4) F является наследственной насыщенной формацией и имеет такое полное локальное
задание 𝑓 , что 𝑓(𝑝) = S𝜋(𝑝) для любого простого 𝑝 ∈ 𝜋(F) и 𝑓(𝑝) = ⊘ для остальных простых
𝑝.

Следствие 1. Пусть 𝜋 — некоторое множество простых чисел и F — формация всех 𝜋–
нильпотентных групп, 𝐺 = 𝐴𝐵 — ди-𝜋-нильпотентная группа. Если 𝐻 — 𝜋-нильпотентный
инъектор группы 𝐺, перестановочный с подгруппами 𝐴 и 𝐵, то 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐻, но 𝐴 ∩ 𝐵 не
обязательно содержится в 𝐺F.

Обозначим через H класс всех групп, у которых любая группа Шмидта сверхразрешима.
Согласно [6] H является наследственной формацией Фиттинга, а значит, формацией Фишера.

Следствие 2. Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵 — ди-H-группа, 𝑅 — ее H-инъектор, перестановочный с
подгруппами 𝐴 и 𝐵. Тогда 𝑅 = (𝐴 ∩𝑅)(𝐵 ∩𝑅) и 𝐴 ∩𝐵 ⊆ 𝑅.
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Рассматриваются только конечные группы. Свойства нормализаторов силовских подгрупп
(или силовских нормализаторов) группы связаны со строением всей группы. Например, при-
марность силовских нормализаторов группы 𝐺 влечет примарность всей группы 𝐺 [1]. В [2]
было установлено, что если в группе 𝐺 все силовские нормализаторы нильпотентны, то и 𝐺
нильпотентна. В ряде работ (см., например, [3]–[6]) для насыщенных формаций F были рас-
смотрены группы с силовскими нормализаторами из F. Согласно [7], подгруппа 𝐻 группы 𝐺
называется P-субнормальной в 𝐺, если либо 𝐻 = 𝐺, либо существует цепь подгрупп от 𝐻 до 𝐺
с простыми индексами. В [8] была доказана сверхразрешимость группы с P-субнормальными
силовскими нормализаторами. В [9] исследовались группы с формационно субнормальными
силовскими нормализаторами.

Полученные нами результаты относятся к отмеченному выше направлению исследования
групп.
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