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Рассматриваются только конечные группы. Используются определения и обозначе-
ния из [9] и [15]. Одним из содержательных направлений теории групп является изучение
структуры группы, представимой в произведение своих подгрупп, в зависимости от свойств
сомножителей. К первым результатам данного направления относится знаменитая теорема
Бернсайда о разрешимости бипримарных групп.

Во многих работах изучались формации групп, замкнутые относительно взятия произ-
ведений определённого типа подгрупп (произвольных [1], нормальных (субнормальных) [13],
абнормальных и контрaнормальных [20] и т. д.). В последние годы активно проводятся ис-
следования формаций, замкнутых относительно произведений обобщенно субнормальных
подгрупп. Формации, замкнутые относительно произведений F-субнормальных подгрупп,
изучались в работах [2, 6, 8] и др. Важную роль в этих исследованиях играют формации
с условием Шеметкова, т. е. формации F, у которых всякая минимальная не F-группа яв-
ляется либо группой Шмидта, либо циклической группой простого порядка.

В 1938 Фиттинг [16] показал, что произведение двух нормальных нильпотентных под-
групп нильпотентно. Это означает, что во всякой группе существует единственная макси-
мальная нормальная нильпотентная подгруппа F(G), называемая подгруппой Фиттинга.
Данная подгруппа оказывает большое влияние на строение конечной разрешимой группы.
В связи с этим в работе [5] авторами было введено следующее определение.

Определение 1. Подгруппа H группы G называется F(G)-субнормальной, если H
субнормальна в HF(G).

Пример 1. Очевидно, что всякая субнормальная подгруппа является F(G)-субнор-
мальной. Обратное утверждение неверно. Пусть G ' S4 — симметрическая группа сте-
пени 4 и H — силовская 2-подгруппа G. Тогда H — максимальная подгруппа G и H не
субнормальна в G. Заметим, что F(G) ⊆ H. Таким образом, H — несубнормальная F(G)-
субнормальная подгруппа G.

Определение 2. Пусть F и X — классы разрешимых групп. Класс групп F назовем
F(G)-радикальным в X , если F содержит всякую X-группу G = AB, где A и B — F(G)-
субнормальные F-подгруппы G.

Определение 3. Класс групп X называется Sch-замкнутым, если X вместе со всякой
группой G содержит все её подгруппы Шмидта.

Теорема 1. Пусть F — Sch-замкнутая насыщенная формация разрешимых групп и
π = π(F). Следующие утверждения эквивалентны:

(1) F F(G)-радикальна в S;
(2) F является наследственной формацией и существует разбиение σ = {πi|i ∈ I}

множества простых чисел π на непересекающиеся подмножества такое, что F = ×
i∈I

Sπi .

Следствие 1 [5]. Пусть группа G = AB — произведение нильпотентных F(G)-суб-
нормальных подгрупп. Тогда G нильпотентна.
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Следствие 2. Пусть групп G = AB — произведение нильпотентных подгрупп. Если
F(G) ≤ A ∩B, то G нильпотентна.

Следствие 3. Пусть π — множество простых чисел и разрешимая группа G =
AB — произведение π-разложимых F(G)-субнормальных подгрупп. Тогда G π-разложима.

Замечание. Отметим, что класс групп ×
i∈I

Sπi = (G ∈ S|G = Oπi1 (G)×· · ·×Oπin (G))

является решеточной формацией. Напомним, что формация F называется решеточной, если
пересечение и порождение F-субнормальных подгрупп всегда является F-субнормальной
подгруппой. Эти формации были изучены в [2].

Напомним [10, с. 127–128], что главный фактор H/K группы G называется F-цен-
тральным, если H/K o G/CG(H/K) ∈ F. F-гиперцентром группы G называется наи-
большая нормальная подгруппа G, все G-главные факторы ниже которой F-центральны
в G. Обозначается ZF(G). В частности, если F — класс всех нильпотентных групп, то
ZF(G) = Z∞(G) — гиперцентр группы G.

Теорема 2. Пусть σ = {πi|i ∈ I} — разбиение множества простых чисел π на
непересекающиеся подмножества, F = ×

i∈I
Sπi и разрешимая группа G = AB, где A и B —

F-подгруппы G. Тогда (A ∩B)G ≤ ZF(G).

Существуют примеры [21, c. 8] несверхразрешимых групп, являющихся произведени-
ем своих нормальных (субнормальных) сверхразрешимых подгрупп. С другой стороны, Бэр
в [11] показал, что если группа G является произведением своих двух нормальных сверх-
разрешимых подгрупп и ее коммутант G′ нильпотентен, то G сверхразрешима. В работе [3]
было показано, что всякая насыщенная наследственная формация радикальна в классе всех
групп с нильпотентным коммутантом.

Теорема 3. Пусть X — наследственная насыщенная формация разрешимых групп.
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(1) Любая наследственная насыщенная формация F F(G)-радикальна в X.
(2) Всякая группа из X имеет нильпотентный коммутант.

Интересная информация о группах, факторизуемых своими F(G)-субнормальными
сверхразрешимыми подгруппами была получена в работе [4].

По известной теореме Дёрка [14] группа сверхразрешима, если она содержит четыре
сверхразрешимые подгруппы с попарно взаимно простыми индексами. Этот результат был
обобщен Крамером [19] на случай произвольной насыщенной формации метанильпотентных
групп.

Теорема 4. Пусть F — насыщенная формация метанильпотентных групп. Тогда
F содержит всякую группу G, имеющую три F(G)-субнормальные F-подгруппы попарно
взаимно простых индексов в G.

Следствие 4. Пусть группа G, содержит три F(G)-субнормальные подгруппы с
нильпотентным коммутантом и попарно взаимно простыми индексами в G. Тогда ком-
мутант G нильпотентен.

Следствие 5. Пусть группа G, содержит три F(G)-субнормальные метанильпо-
тентные подгруппы с попарно взаимно простыми индексами в G. Тогда группа G мета-
нильпотентна.

В работе [17] Флаверс и Вэкефилд исследовали группы с тремя сверхразрешимы-
ми подгруппами попарно взаимно простых индексов. В частности, если такая группа име-
ет нильпотентный коммутант, то она сверхразрешима. Нахождению условий, при которых
группа, имеющая три сверхразрешимые подгруппы с попарно взаимно простыми индекса-
ми, сверхразрешима, посвящена работа [12] Баллестера-Болинше и Эсквэйро. Отметим, что
в двух приведенных выше работах рассматривались только индуктивные условия, т. е. усло-
вия, сохраняющиеся при переходе к подгруппам и факторгруппам. Легко проверить, что
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свойство F(G)-субнормальности в общем случае не переносится на подгруппы и на фактор-
группы.

Следствие 6. Пусть группа G, содержит три F(G)-субнормальные сверхразреши-
мые подгруппы с попарно взаимно простыми индексами в G. Тогда группа G сверхразре-
шима.

Фрисен [18] заметил, что если группа G есть произведение своих двух нормальных
(субнормальных) сверхразрешимых подгрупп, имеющих взаимно простые индексы в ней,
то она сверхразрешима. Однако, следующий пример показывает, что в теореме Фрисена
условие субнормальности нельзя заменить на F(G)-субнормальность.

Пример 2. Пусть G — группа, изоморфная симметрической группе степени 3. Тогда
существует точный неприводимый G-модуль V над полем F7. Пусть T — полупрямое про-
изведение V и G. Рассмотрим A = V G3 и B = V G2, где Gp — силовская p-подгруппа G
и p ∈ {2, 3}. Так как 7 ≡ 1 (mod p) для p ∈ {2, 3}, то нетрудно видеть, что A и B сверхраз-
решимы. Так как V — точный неприводимый G-модуль, то F(T ) = F7(T ) = V . Таким обра-
зом, A и B — F(T )-субнормальные подгруппы T . Заметим, что T = AB, но T/F7(T ) не яв-
ляется абелевой группой. Поэтому, группа T несверхразрешима.

Аналогом теоремы 2 является следующая
Теорема 5. Пусть F — насыщенная формация метанильпотентных групп и груп-

па G имеет три F-подгруппы A, B и C попарно взаимно простых индексов в G. Тогда
(A ∩B ∩ C)G ≤ ZF(G).
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