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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
В практическом пособии рассмотрены методы решения задач по 

разделу «Дифференциальные уравнения высших порядков» из курса 

«Дифференциальные и интегральные уравнения». Дифференциальные 

уравнения входят составной частью в математическую основу всех раз-

делов общей и теоретической физики, а также других курсов есте-

ственнонаучных дисциплин, читаемых студентам физических специ-

альностей. Для студентов данных специальностей эта дисциплина важ-

на, в первую очередь, тем, что она вырабатывает навыки построения 

математических моделей реальных физических процессов, а также 

навыки решения и разностороннего анализа возникающих при этом ма-

тематических задач. В результате изучения учебной дисциплины спе-

циалист обязан уметь составлять, решать и исследовать дифференци-

альные уравнения. Именно поэтому основной целью данного пособия 

является создание удобного в использовании дидактического модуля, 

позволяющего, с одной стороны, обеспечить преподавателю высокий 

методический уровень проведения практических занятий, а с другой 

стороны, оказать помощь студентам в формировании их математиче-

ского мышления, в выработке практических навыков решения и иссле-

дования дифференциальных уравнений высшего порядка путём само-

стоятельного решения задач.  

Каждая тема содержит необходимый теоретический материал  

и типовые примеры, иллюстрирующие основные методы решения диф-

ференциальных уравнений высших порядков. Подбор задач осуществ-

лён в соответствии с расположением учебного материала в программе 

дисциплины. В пособие также включено большое число задач для 

аудиторной и самостоятельной работы, качественный уровень которых 

отвечает требованиям образовательных компетенций будущих специа-

листов по физике и прикладной физике. 
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1 ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Дифференциальное уравнение порядка n  (n  > 1) имеет вид 

 
( )( , , , ,..., ) 0,nf x y y y y    

 

где функция, стоящая в правой части равенства, предполагается 

непрерывной в некоторой области изменения своих аргументов. 

Решением этого уравнения называется непрерывно дифференци-

руемая функция φ( ),y x  определённая и n  раз дифференцируемая  

в промежутке ( , )a b , если она обращает уравнение в тождество. 

Задача Коши для этого уравнения ставится следующим образом: 

Найти такое решение дифференциального уравнения, чтобы оно само  

и его производные до порядка ( 1)n   включительно при заданном зна-

чении аргумента 
0x x  принимали бы заданные значения, то есть что-

бы это решение удовлетворяло условиям: 

 
(   1)

0 0 0 1 0 2 0   1( ) , ( ) , ( ) ,..., ( ) ,n

ny x y y x y y x y y x y


      

 

где 
0 0 1 2   1, , , ,..., nx y y y y 

 – заданные числа, которые называются 

начальными условиями. Общее решение дифференциального уравнения 

n -го порядка имеет в своём составе n  произвольных постоянных  

и имеет вид 

 

1 2( , , ,..., ) 0.nF x C C C   



6 

 

2 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

n-го ПОРЯДКА, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ 

ПОРЯДКА И ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

 
Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений по-

рядка выше первого, которые допускают понижение порядка и инте-

грируются в квадратурах. 

1 Уравнения, содержащие только производную порядка n и не-

зависимую переменную. 

Рассмотрим уравнение 
 

                                                  ( ) ( ).ny f x                                                   (1) 

 

Общее решение уравнения (1) находится с помощью n-кратного 

интегрирования по следующей схеме: 
 

(   1)

1( ) ,ny f x dx C    

 

 (   2)

1 2( ) ,ny f x dx dx C x C      
 

…………………………………., 
 

  1

1   1... ( ) ... .n

n ny dx dx f x dx C x C x C

        

 

2 Уравнения, не содержащие искомой функции. 

Рассмотрим уравнение 
 

                                          ( )( , , ,..., ) 0.nF x y y y                                           (2) 
 

Порядок его может быть понижен на единицу с помощью замены 

( )y z x  , где ( )z x  – новая искомая функция. Эта подстановка приводит 

к уравнению 
 

(   1)( , , , ,..., ) 0.nF x z z z z     
 

Если уравнение (2) не содержит ни искомой функции y , ни её 

производных до ( 1)k   порядка включительно, т. е. имеет вид 
 

                                       ( ) (   1) ( )( , , , ) 0,k k nF x y y y                                        (3) 
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то его порядок может быть понижен на k  единиц при помощи подста-

новки ( ) ( )ky z x . После определения функции ( )z x  уравнение (3) при-

водится к уравнению (1). К этому же типу относятся и такие, которые со-

держат только две последовательные производные, т. е. уравнения вида 
 

                                           (   1) ( )( , ) 0.n nF y y                                               (4) 

 

Если это уравнение можно разрешить относительно ( )ny , то оно 

принимает вид  
 

( ) (   1)( )n ny f y   

 

и интегрируется подстановкой (   1) ( ).ny z x   

Если 
1φ( , )z x C  – общее решение последнего уравнения, то  

с учётом замены получаем  

 
(   1)

1φ( , ).ny x C   

 

Это уравнение вида (1), его общее решение может быть найдено  

с помощью (n – 1) интегрирования (при этом вводятся ещё (n – 1) про-

извольных постоянных 
2 3, ,..., nC C C ). 

3 Уравнения, не содержащие независимой переменной. 

Эти уравнения имеют в общем случае такой вид: 
 

                                         ( )( , , ,..., ) 0.nF y y y y                                            (5) 

 

Понижение порядка на единицу достигается заменой ( )y z y  , 

где ( )z y  – новая искомая функция. В этом случае за независимую пе-

ременную принимается y . Поэтому вторая и последующие производ-

ные имеют вид 
 

dz
y z

dy
  , 

22
2

2

d z dz
y z z

dy dy

 
    

 
 

 

и так далее. Поэтому уравнение (5) перепишется так: 

 
(   1)( , , ,..., ) 0.nF y z z z    
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Если удастся найти общее решение этого уравнения, то оно будет 

иметь вид 
 

1   1φ( , , ,..., ) 0.ny z C C    
 

Возвращаясь к старой переменной, будем иметь дифференциаль-

ное уравнение первого порядка, из которого определится функция y . 

4 Отметим, что уравнение 
 

                                                 ( )( , ) 0nF x y                                                  (6) 
 

во многих случаях допускает параметрическое представление φ( )x z , 

где φ( )z  – дифференцируемая функция. В этом случае удаётся найти 

общий интеграл в параметрической форме. 

5 Рассмотрим уравнение вида (2), где функция F  является одно-

родной с показателем однородности m , т. е. 
 

( ) ( )( ,λ ,λ ,...,λ ) λ ( , , ,..., ).t t t n mt nF x y y y F x y y y     
 

С помощью замены y yu   порядок уравнения понижается на 

единицу, при этом: 
 

2 ( ) (   1)( ), ...., ( , ,..., ).n ny y u u y yg u u u       
 

Подставив в уравнение, получим 
 

2 (   1)( ,1, , , ..., ( , ,...., )) 0.nF x u u u g u u u     
 

Если известно общее решение этого уравнения 

1 2   1φ( , , ,..., ),nu x C C C   то общее решение исходного уравнения имеет вид: 
 

1 2   1φ( , , ,..., )

.
nx C C C dx

ny C e
  

 

6 Рассмотрим уравнение вида  
 

( )( , , ,..., ) 0,nF x y y y   
 

где левая часть является точной производной некоторой функции, т. е. 
 

( ) (   1)

1( , , ,..., ) ( , , ,..., ).n nd
F x y y y x y y y

dx
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Такие уравнения называются уравнениями в точных производных. 

Из последнего равенства следует, что соотношение 
 

(   1)

1 1( , , ,..., )nx y y y С   
 

является первым интегралом уравнения. Таким образом, уравнения  

в точных производных допускают понижение порядка на единицу. 
 

Примеры решений типовых задач 
 

1 Найти общее решение уравнения sin cos .y x x    

Решение. Это уравнение первого типа 
 

1 1(sin cos ) cos sin .y x x dx C x x C         

 

Аналогично получаем 
 

1 2 1 2( cos sin ) sin cosy x x C dx C x x C x C           , 

 

2

1 2 3 1 2 3( sin cos ) cos sin 0,5 .y x x C x C dx C x x C x C x C            

 

Ответ: 2

1 2 3cos sin 0,5 .y x x C x C x C      

2 Найти общее решение уравнения 0.IVxy y   

Решение. Это уравнение второго типа. Положим y z  , тогда 
(4)y z  и уравнение примет вид  

 

0.xz z    
 

Получили дифференциальное уравнение первого порядка с разделяю-

щимися переменными. Решаем его 
 

0,
dz

x z
dx

   

 

,
dz dx

z x
  

 

ln ln ln ,z z C   
 

.z Cx  
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Подставляя эту функцию в уравнение y z  , получаем y Cx  , откуда  

 
2

1 1,
2

Cx
y Cxdx C C      

 

 
3

2

1 2 1 20,5 ,
6

Cx
y Cx C dx C C x C        

 
3 4 2

1
1 2 3 2 3.

6 24 2

Cx Cx C x
y C x C dx C C x C

 
        

 
  

 

Ответ:
4 2

1
2 3.

24 2

Cx C x
y C x C     

3 Найти общее решение уравнения 22 ( ) .xy y e y     

Решение. Положив ( )y z x   относительно z , получим уравнение 

Бернулли:  
 

22 .xz z e z    
 

Очевидно, последнее уравнение допускает решение 0z  . Разде-

лив левую и правую части на 2 0z   и положив 1z u   относительно ,u

получим линейное уравнение первого порядка 
 

2 ,xu u e     

 

общее решение которого имеет вид 
 

2

1( ).x xu e C e   

 

Используя указанную замену, имеем 
 

2

1

1 1
,

x x
z

u C e e
 


 

 

2 1 1 1 22

1

ln 1 ,x x

x x

dx
y C e C x C C e C

C e e

       
  

 

где 
1 2,C C  – произвольные постоянные. 
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Решением уравнения является также функция .y C   

Ответ: 1 1 1 2ln 1x xy e C x C C e C      , .y C  

4 Проинтегрировать уравнение  
2

0.y xy y      

Решение. Уравнение не содержит искомой функции и её произ-

водной. Положив y u  , где u  – новая неизвестная функция, получим  
 

2 0.u xu u    
 

Разделяем переменные при 0, 1:u u    
 

   
 , , ln ln 1 ln ln 0 ,

1 1

du dx du dx
u u x C C

u u x u u x
      

    

 

,
1

u
C x

u



  1 1 0 ,

1

u
C x C

u
 


 

 

откуда 1

1

.
1

C x
u y

C x
 


 

Последовательным интегрированием находим 
 

1
2 2 1 2

1 1 1

1 1 1 1
1 ln 1 ,

1 1

C x
y dx C dx C x C x C

C x C x C

  
            

  
   

 
2

1 1 2 32

1 1 1

1 1 1
ln 1 ln 1 ,

2

x
y x C x x C x C x C

C C C
          

 

где 
1 2 3, ,С С С  – произвольные постоянные (

1 0С  ). 

Рассмотрим случаи 0u   и 1u   . Имеем 0u  , откуда ;y ax b   

1u   , откуда 20,5 ,y x cx d     где , , ,a b c d  – произвольные посто-

янные. Непосредственной проверкой убеждаемся, что эти функции 

также являются решениями данного уравнения. 

5. Найти решение задачи Коши  
 

   
2 4

2 0,yy y y      (0) 1, (0) 2,y y   

 

предварительно убедившись, что искомое решение существует и  

единственно.  
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Решение. Перепишем данное уравнение: 
 

                                            
   

2 4

.
2

y y
y

y

 
                                             (7) 

 

Правая часть уравнения (7) – функция  
 

 
   

2 4

, ,
2

y y
f x y y

y

 
    

 

непрерывна и имеет непрерывные частные производные 
 

 
     

2 4 3

2
,

2
y y

y y y y
f f

y y

    
     

 

в окрестности точки (0,1,2) . 

Поэтому, в силу теоремы существования и единственности, искомое 

решение существует и единственно. Данное уравнение не содержит явно 

независимой переменной x  (4-й тип). Положим y p  , где  p p y  –  

новая неизвестная функция. Тогда относительно ( )p y  получим уравнение  

 

2 42 0.
dp

yp p p
dy

    

 

Для искомого решения 0, 0.p y   Поэтому, разделяя перемен-

ные, получим 
 

 2

2 4
,

d p dy

p p y
 


 

 

откуда 
 

                   
2 2

1 12 2

1 1
ln ln 0 , 0

p p
C y C C y C

p p

 
                     (8) 

 

Постоянную C1 найдём, используя начальные условия. Поскольку 

(0) 1, (0) (1) 2 0,y y p     из (8) следует, что 
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1

5 1
, .

4 5
1

4

C p

y

 



 

 

Согласно произведённой замене, имеем  
 

1 5
, 1 ,

45
1

4

dy
y dx

dx
y

  



 

 
3

2

2

8 5
1 .

15 4
y x C

 
   

 
 

 

Из последнего равенства, учитывая начальные условия, найдём 2

1
.

15
C   

Поэтому  
2

3
1 4

15 1 .
15 5

y x  
 

Ответ:  
2

3
1 4

15 1 .
15 5

y x  
 

6 Проинтегрировать уравнение  
2 2 lnyy y y y    в области 

0, 0.y y   

Решение. Уравнение не содержит явно независимой переменной x 

(4-й тип). Положив ,y p   где  p p y  – новая неизвестная функция, 

получим 
 

2 2 ln .
dp

yp p y y
dy

   

 

Домножим обе части уравнения на 
2

:
y

 

 

22
2 2 ln ,

dp
p p y y

dy y
   или  

 

 2

22
2 ln .

d p
p y y

dy y
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Получили линейное неоднородное уравнение первого порядка относи-

тельно функции 
2p . Общее решение этого уравнения имеет вид 

 

2 2

2

1 2 ln ,
dy dy

y yp e C y ye
  

  
  

  

 

откуда  2 2 2

1 ln ,p y C y   и так как 0, 0,y p    то 
2

1 ln .p y C y   

В силу произведённой замены, имеем 
 

2

1
2

1

ln , ,
ln

dy dy
y C y dx

dx y C y
  


 

 

 2

1ln ln ln ln 0 ,y C y x C C      

 

 2

1 2 2ln ln 0 .xy C y C e C     

 

Из последнего равенства находим 

 
2 2 2 2

1 2 2ln 2 ln ln ,x xC y C e C e y y     

 
2 2
2 1

2

 2 2
22 1

2

ln , .
2

x

x

C e Cx
C e

x

C e C
y y e

C e




   

Ответ: 

2 2
2 1

2

 

2
.

x

x

C e C

C e
y e



  

7 Решить дифференциальное уравнение второго порядка 

 
3 2 0.y y x     

 

Решение. Замена: ,y z   тогда уравнение примет вид 

 
3 2 .x z z   

 

Так как 
 

   2 33 2 3 2 ,dy y dx z z dz z z dz     
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то 
 

 3 4 2

1

3
3 2 .

4
y z z dz z z C       

 

Так как 
 

3 4 2 2

1

3
( 3 ) (3 2) ,

4
dy y dx y d z z z z C z dz

 
        

   
 

То 

 

4 2 2 7 5 3

1 1 1 2

3 9 9 2
(3 2) 2 .

4 28 10 3
y z z C z dz z z C z C z C

   
            

   
  

 

Ответ: общее решение в параметрической форме имеет вид 

7 5 3 2

1 1 2

9 9 2
2 , 2 .

28 10 3
y z z C z C z C x z z

 
        

 
 

8 Проинтегрировать уравнение  
34 0.x y xy y     

Решение. Положим 
 

   
34, , , .F x y y y x y xy y       

 

Имеем 
 

         
3

  1   2   2   14 4λ ,λ ,λ ,λ λ λ λ λ λ
k t k t k t k tt kt t t ktF x y y y x y xy y
           

 

       
3  2 4 3 3λ λ λ , , , 1 ,

k t kt tx y xy y F x y y y k
          

 

откуда следует, что данное уравнение является обобщённо-однородным 

( 3, 1m k  ). Выполним замену 
 

, .t tx e y ue   
 

Тогда 
 

 , .ty u u y u u e         
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Отсюда 

 

   
3

4 0,t t t te u u e e u u ue          

 
3 0.u u u      

 

Полученное уравнение явно не содержит независимой переменной .t  

Положим 

 

  .
dp

u p x u p
du

 
   

 
 

 

Тогда  

 

3 0,
dp

p p p
du

    

 

откуда  
 

21 ,
dp

p
du

   или 0.p   

 

Из второго уравнения 0p   следует 0, ,u u C    или .y Cx   

Из первого уравнения: 
 

 1 12
, arctg , tg .

1

dp
du p C u p C u

p
    


 

 

Поэтому 
 

   1 1tg , ctg ,u C u C u du dt      

 

   1ctg ln 0 ,C u du t C C     

 

 1ln sin ln ,u C t C     

 

   1 2 2 1 2sin 0 , arcsin .t tu C C e C u C C e       
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Учитывая замену  

 

1
, ,ty ux e

x

   

 

Находим 

 

2
1 arcsin .

C
y x C

x

 
  

 
 

 

Решение y Cx  получается при 2 10, .C C C   

Ответ: 2
1 arcsin

C
y x C

x

 
  

 
, .y Cx  

9 Проинтегрировать уравнение  
22 0.x yy y xy     

Решение. Левая часть уравнения – однородная функция относи-

тельно переменных , ,y y y  с показателем однородности 2: 

 

     
22 2 2,λ ,λ ,λ λ λ , , , .t t t t tF x y y y x yy y xy F x y y y         

 
 

 

Сделаем замену   2 ,y yu y y u u      где u  – новая неизвестная 

функция. Тогда 

 

       
2 22 2 2 2 2 20, 1 0.x y u u y xyu y x u u xu         

   

 

Функция 0,y   очевидно, является решением данного уравнения.  

При 0y   имеем 

 
2 2 2 2 21 2 0,x u x u xu x u      

 

откуда для функции и получаем линейное неоднородное уравнение 

первого порядка:  

 

2

2 1
.u u

x x
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Общее решение этого уравнения 
 

2 2

1
1 2 2

1 1
.

dx dx
x x

C
u e C e

x x x

   
    

 
  

 

Согласно произведённой замене имеем 
 

2, ,
udx

y yu y C e    

 

1 1
2

1

2 2 .

C Cdx
xx xy C e C xe

 
  

 
   

 

Решение 0y   получается при 2 0.C    

Ответ: 
1

2

C

xy C xe


 , 0y  . 

10 Проинтегрировать уравнение  
2

.yy y y     

Решение. Очевидным решением уравнения является функция 

0.y   Разделим левую и правую части уравнения на 
2 0 :y   

 

 
2

2 2
,

yy y y

y y

  
  

 

откуда 
 

1
0,

y

y y

    
    

   
 или 

1
0.

y

y y

 
  

 
 

 

Таким образом, данное уравнение приведено к уравнению в точных 

производных. Имеем 
 

1 1

1
, 1,

y
C y C y

y y


      

 

откуда при
1 0C   получим .y x C     

При 
1 0C   имеем линейное неоднородное уравнение первого порядка, 

общее решение которого 



19 

 

   1 1 1

2 2 1

1

1
0 .

C x C x C x
y e C e dx C e C

C


      

 

Ответ: y x C   ,  1

2 1

1

1
0 .

C x
y C e C

C
    

11 Найти решение задачи Коши  
 

   2 0, 1 0, 1 2.xy y x yy y y         

 

Решение. Разделив левую и правую части уравнения на 2 0,x   

приведём его к уравнению в точных производных: 
 

2 2

2

1 1
0, 0, 0.

2 2

xy y y y
yy y y

x x x

           
          

     
 

 

откуда 

2

1

1
.

2

y
y C

x


   

 

Учитывая начальные условия, найдём постоянную 
1C . Имеем 

 

2

1

2 1
0 2.

1 2
C      

 

Тогда 

 
2

2

2

1 4 1
2, , ,

2 2 4 2

y dy y dy
y x xdx

x dx y

 
   


 

 

2 2

2 2

1 1 1 1
arctg , arctg .

2 2 4 2 2 2

y y
x C x C     

 

Находим 
2 arctg0 0,5 0,5.C      

Поэтому 21 1
arctg .

2 2 2

y
x   

Ответ: 
2 1

2tg .
2

x
y
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Задания 
 

1 Найти общее решение дифференциального уравнения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Решить дифференциальные уравнения, допускающие пониже-

ние порядка. 

 

1 a) 2 2( )x y y  ; б) 2( ) 2 yy y e   . 

2 a) 22 ( ) 1xy y y    ; б) 2y y y   . 

3 a) 2( 1)ctgy y x   ; б) 2 2( ) ( ) 1y y   . 

4 a) 3( ) 2y xy y    ; б) 4 3 1y y y  . 

5 a) 3( ) 0y xy y     ; б) 2 3( ) ( )y y y y    . 

6 a) sin y y x   ; б) 2 2( ) 2y y y y   . 

7 a) 4 cos2y y x   ; б) yy e  . 

8 a) 2 2( )y x y  ; б) ( 1)y y y y    . 

9 a) 22 ( ) 4xy y y    ; б) 3 0yy y y   . 

10 a) 24 2y y x   ; б) 22( )yy y  . 

11 a) (2 ) 1y y x    ; б) 2y y   . 

12 a) ( 1) 0xy e y    ; б) 3y y  . 

13 a) 2( )y y xy    ; б) 2( )y y y    . 

14 a) (1 )xy x y   ; б) 2( )y y  . 

15 a) y y x   ; б) 2( ) 2 1 0y yy    . 

16 a) xy y  ; б) 2( )y y  . 

1 2y x   . 11 sin  (2 1)y x   . 

2 3xy e  . 12 xy e  . 

3 2cosy x  . 13 IV 5y  . 

4 0y  . 14 cos (0,5 )y x  . 

5 sin 2y x  . 15 IV cos 2y x . 

6 IV siny x . 16 IV 1 xy e  . 

7 IV 35y x . 17 IV 5 xy e . 

8 2cosy x  . 18 IV 8y x  . 

9 IV 2 5y x  . 19 2 2y x x   . 
 

 10 
3

6
y

x
  . 

 

20 IV 1
y

x
 . 
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17 a) 22 xxy y x e   ; б) 21 ( )y y y    . 

18 a) 2xy y x   ; б) 2( ) 2 1y yy   . 

19 a) ctg 2y x y   ; б) 3 1y y  . 

20 a) ( 1) 0x y y    ; б) 2( ) (3 2 )y y y y    . 
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3 ЛИНЕЙНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА  

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
Дифференциальное уравнение  

 

                                              0y py qy    ,                                             (9) 

 

где p  и q  действительные числа, называется линейным однород-

ным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными 

коэффициентами.  

Уравнение  

 
2 0k pk q    

 

называется характеристическим уравнением для дифференциального 

уравнения (9). При его решении возможны три случая: 

1. Корни 
1k  и 

2k  действительны и различны. Общее решение при 

этом имеет вид 1 2

1 2

k x k x
y C e C e  . 

2. Корни 
1k  и 

2k  действительны и равны 
1 2k k k  . Общее реше-

ние имеет вид  1 2

kxy e C C x  . 

3. Корни комплексные 
1 α βk i  , 

2 α βk i  . В этом случае общее 

решение имеет вид  α

1 2cosβ sinβxy e C x C x  . 

Уравнение вида 

 

                                          ( ),y py qy f x                                             (10) 

 

где p  и q  – вещественные числа, называется линейным неодно-

родным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Общее решение уравнения (10) представляет собой сумму частно-

го решения неоднородного уравнения и общего решения соответству-

ющего однородного уравнения.  

Частное решение линейного неоднородного уравнения зависит от 

вида правой части уравнения, т. е. от функции ( )f x . 

Если ( ) ( )nf x P x  то частное решение линейного неоднородного 

уравнения имеет вид: 
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( ) ,m

ч nу Q x x  

 

где ( )nQ x  – многочлен п-й степени; 

 т – число корней характеристического уравнения равных нулю. 

Если α( ) ( ) x

nf x P x e , то частное решение линейного неоднородно-

го уравнения имеет вид: 
 

α( ) ,x m

ч nу Q x e x  

 

где ( )nQ x  – многочлен п-й степени; 

 т – кратность корня αk   характеристического уравнения. 

Если ( ) cosβ sinβf x a x b x  , где а, b, β – известные числа, то 

частное решение линейного неоднородного уравнения имеет вид: 
 

 cosβ sinβ ,m

чу A x B x x   

 

где А, В – неизвестные коэффициенты; 

 т – число корней характеристического уравнения равных βi . 

 

Примеры решений типовых задач 
 
1 Найти общее решение уравнения 
 

5 6 0.y y y     

 

Решение. Характеристическое уравнение данного дифференци-

ального уравнения имеет вид 
 

2 5 6 0.k k    
 

Его корни 
1 3k    и 

2 2k   . Общее решение уравнения имеет вид: 

 
3 2

1 2 .x xy C e C e    

 

Ответ: 3 2

1 2 .x xy C e C e    

2 Решить уравнение 2 0y y y     и найти частное решение, 

удовлетворяющее начальным условиям (0) 2y  , (0) 3y   . 
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Решение. Характеристическое уравнение: 
 

2 5 6 0k k    
 

имеет равные корни 
1 2 1k k   , поэтому общее решение будет иметь вид: 

 

 1 2 .xy e C C x   

 

Выделим из общего решения искомое частное. Для этого подста-

вим начальные данные 0x  , 2y   в общее решение:  1 2

xy e C C x  , 

откуда 
1 2С  . 

Дифференцируя общее решение, получим: 
 

1 2 2( )x xy e C C x e C      ,  2 1 2 .xy e C C C x     

 

В полученное выражение подставляем начальные данные 3y   , 

0x  , найдём, что 
2 13 C C   . Так как 

1 2С  , то 
2 1С   . 

Таким образом, искомое частное решение будет иметь вид:  
 

 1 2 .xy e C C x   

 

Ответ:  1 2 .xy e C C x   

3 Найти общее решение уравнения y y x   . 

Решение. Характеристическое уравнение 
2 0k k   имеет корни 

1 20, 1k k  . Общее решение однородного уравнения тогда имеет вид: 

 
1 2 0 1

1 2 1 2 1 2 .
k x k x x x x

oy C e C e C e C e C C e             

 

Найдём частное решение неоднородного уравнения. Так как 0 яв-

ляется корнем характеристического уравнения кратности 1m  , то ча-

стое решение имеет вид: 
 

  2

чу Ах В x Ах Вx    . 

 

Найдём y  и у: 2у Ах В   , 2у А  . 

Теперь подставим производные в исходное уравнение, получим: 

 

2 2 .А Ах В x    
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , полу-

чим систему алгебраических уравнений: 

 

2 1,

2 0.

А

А В




 
 

 
Решая систему, находим, что 0,5А   , 1B   . Тогда общее решение 

неоднородного уравнения примет вид: 

 

 1 2 0,5 1 .xy C C e x x      

 

Ответ:  1 2 0,5 1xy C C e x x     . 

4 Найти общее решение уравнения 5 6 2 xy y y xe    . 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид:  

 
2 5 6 0,k k    

 

которое имеет корни k1 = 2, k2 = 3. Следовательно, общее решение одно-

родного уравнения примет вид: 

 
2 3

. 1 2 .х х

оу С е С e   

 

Так как α 1  не является корнем характеристического уравнения, 

то частное решение неоднородного уравнения необходимо искать в виде: 

 

  .х

чу Ах В e   

 

Подставив у, у  и у в исходное уравнение, получим 

 

      2 5 6 2 ;х х х х х хАе Ах В е Ае Ах В е Ах В е xе         

 

2 5 5 5 6 6 2 ;х х х х х х х х хАе Ахе Ве Ае Ахе Ве Ахе Ве xе         

 
2 5 5 5 6 6 2 ;А Ах В А Ах В Ах В x         

 

2 3 2 2 .Ах А В x    
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x , получим 

систему уравнений: 
 

2 2,

3 2 0.

А

А В



  

 

 

Откуда находим, что 1A  , 1,5B  . 

Находим общее решение неоднородного уравнения: 
 

 2 3

1 2 1,5 .х х ху С е С е х e     

 

Ответ:  2 3

1 2 1,5х х ху С е С е х e    . 

5 Найти частное решение уравнения  
 

sin 2у у x    при (0) 1y  , 
1

(0)
3

y  . 

 

Решение. Характеристическое уравнение 2 1 0k    действитель-

ных корней не имеет, так как 1k i     .  

Общее решение однородного уравнения имеет вид: 
 

. 1 2cos sin .оу С x C x   
 

Найдём частное решение неоднородного уравнения. Так как число 2 

не является корнем характеристического уравнения, то 
 

cos2 sin2 ,чу A x B x   
 

2 sin2 2 cos2 ,чy A x B x     
 

4 cos2 4 sin 2 .чy A x B x     
 

Подставим у и у  в исходное уравнение, получим: 
 

4 cos2 4 sin 2 cos2 sin 2 sin 2 ,A x B x A x B x x      
 

3 cos2 3 sin 2 sin 2 .A x B x x    
 

Подставляя значения 0x   и 0,5πx  , получим систему уравнений: 
 

3 0,

3 1.

А

В
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Откуда следует, что 
1

0,
3

A B   . 

Тогда общее решение неоднородного уравнения имеет вид: 
 

1 2

1
cos sin sin 2 .

3
у C x C x x    

 

Для того, чтобы найти частное решение исходного уравнения, 

подставим начальные условия в полученное решение. Имеем: 
 

1 2

1
1 cos0 sin 0 sin 0

3
C C    

1   1 .C   

 

1 2

2
sin cos cos ,

3
y C x C x x      

 

1 2

1 2
sin 0 cos0 cos0

3 3
C C     2 2

1 2
   ,    1.

3 3
C C     

 

Тогда получаем, что 
 

1
cos sin sin 2 .

3
y x x x    

 

Ответ: 
1

cos sin sin 2
3

y x x x   . 

 

Задания 
 

1 Решить линейные однородные дифференциальные уравнения. 
 

1 5 6 0y y y    . 11 9 0y y   . 

2 9 0y y   . 12 2 5 0y y y    . 

3 2 0y y y    . 13 2 0y y y    . 

4 2 0y y y    . 14 2 0y y   . 

5 6 0y y   . 15 4 0y y   . 

6 2 10 0y y y    . 16 4 13 0y y y    . 

7 5 6 0y y y    . 17 6 9 0y y y    . 

8 4 0y y   . 18 4 4 0y y y    . 

9 4 20 0y y y    . 19 6 8 0y y y    . 

10 10 25 0y y y    . 20 2 2 0y y y    . 
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2 Найти общее и частное (при условии (0) (0) 0y y  ) решения 

дифференциального уравнения второго порядка. 

 

1 3 2 xy y y e    . 11 4y y x    . 

2 4 3sin 2y y x   . 12 23 2 3 xy y y e    . 

3 2 xy y y e    . 13 3 10 sin 3cos .y y y x x      

4 
22 6y y y x    . 14 

34 8y y x   . 

5 6 2y y x   . 15 4 (3 2)siny y x x    . 

6 2 10 2sin3y y y x    . 16 2 ( 1)xy y y e x     . 

7 32 4 ( 2) xy y y x e     . 17 2,5 25cos2y y y x    . 

8 26 13 ( 5 2)xy y y e x x      . 18 3 22 3 xy y y e x    . 

9 2 5 4sin 2cosy y y x x     . 19 4 (3 5)siny y x x    . 

10 22 3y y y x    . 20 2 2y y x x    . 
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4 ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

n-го ПОРЯДКА  

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка называет-

ся уравнение 
 

                                 ( ) (   1)

1 ... ( ),n n

ny a y a y f x                                    (11) 
 

где коэффициенты 1 2
, , , na a a  – функции от  𝑥 или постоянные. 

Если ( ) 0f x  , то уравнение называется неоднородным. Если

( ) 0f x  , то уравнение называют однородным; оно имеет вид 
 

                                   ( ) (   1)

1 ... 0.n n

ny a y a y                                        (12) 
 

Если функции 
1 2( ) ( ) ( ),   ,  ,   ny x y x y x  являются линейно-

независимыми решениями уравнения (12), то его общее решение опре-

деляется формулой  
 

                                     
1 1 2 2

,    nny C y C y C y                                        (13) 
 

где  
1 2
, , , nC C C  – произвольные постоянные.  

В случае, когда коэффициенты уравнения (12) – постоянные вели-

чины, уравнение называется линейным однородным уравнением n-го 

порядка с постоянными коэффициентами. Общее решение его находят 

также, как и в случае уравнения второго порядка. 

1 Составляют соответствующее характеристическое уравнение 
 

 

1 1

 1

      0n n

n nk k ka a a

    . 
 

2 Вычисляют корни  
1 2, ,..., nk k k  этого характеристического уравнения. 

3 Выписывают частные линейно независимые решения причём 

принимая во внимание, что:  

а) каждому действительному простому корню k  соответствует 

частное решение kxe ;  

б) каждой паре комплексно-сопряженных корней 1  α β, k i   

2  α βk i   соответствуют два частных решения α   α    cosβ ,    sinβ ;x xe x e x  

в) каждому действительному корню k  кратности μ  соответствуютμ  

линейно независимых частных решений: μ   12, ;,    ,   ,kx kx kx kxe xe x e x e  
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 г) каждой паре комплексно-сопряженных корней 1  α β, k i 

2  α βk i  кратности μ  соответствует 2μ  частных решений: 
α  cosβxe x , α  cosβxxe x , … , μ   1 α  cosβxx e x , α  sinβxe x , α  sinβxxe x , … ,
μ   1 α  sinβxx e x . 

Число частных решений равно степени характеристического урав-

нения (или порядку данного линейного дифференциального уравнения). 

4 Получают общее решение по формуле (13), в которой 
1 2
, ,..., ny y y

линейно независимые решения. 

 

Примеры решений типовых задач 
 

1 Решить дифференциальное уравнение 
 

3 3   0.y y y y      
 

Решение. Это дифференциальное уравнение третьего порядка  

с постоянными коэффициентами. Составляем соответствующее ему ха-

рактеристическое уравнение 
 

3 23 3 0.k k k     
 

Разлагая левую часть характеристического уравнения на множители, 

находим 
 

3 2 23 3 ( 3) ( 3) ( 3)( 1)( 1).k k k k k k k k k            
 

Характеристическое уравнение принимает вид: 
 

( 3)( 1)( 1) 0.k k k     
 

Оно имеет различные действительные корни: 21 33, 1, 3k k k      , 

которым соответствуют линейно независимые решения: 
 

3
1 2 3

  , , .x x xy e y e y e     
 

В соответствии с формулой (13) получаем общее решение 
 

3
1 2 3

.x x xy C e C e C e     
 

Ответ: 3
1 2 3

.x x xy C e C e C e     
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2 Решить дифференциальное уравнение 
 

(4) 3 5 2   0.y y y y y       

 

Решение. Составляем характеристическое уравнение: 
 

4 3 23 5 2 0.k k k k      
 

Поскольку 
 

4 3 2 33 5 2 ( 1) 3 ( 1) 2( 1)k k k k k k k k k            

 
3 2 2 3( 1)( 3 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2),k k k k k k k k            

 

то характеристическое уравнение имеет корни:
1 2 3 41, 2k k k k     .

 
Корень 1k    является трехкратным, ему соответствуют линейно 

независимые решения: 
 

2

1 2 3
., ,x x xy e y xe y x e      

 

Простому корню 2k   соответствует решение 
4

2xy e , поэтому 

общее решение определяется формулой 
 

2 2
1 2 3 4

 x x x xy C e C xe C x e C e     
 

или 

2 2
1 2 3 4

( )  .x xy C C x C x e C e     

 

Ответ: 2 2
1 2 3 4

( )  .x xy C C x C x e C e   
 

3 Решить дифференциальное уравнение 

 
(4) 4 7 4 8   0.y y y y y        

 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 

 
4 3 24 7 4 8 0.k k k k      

 

Так как 
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4 3 2 4 3 2 24 7 4 8 4 8 4 8k k k k k k k k k            
 

2 2 2 2 2 2( 1) 4 ( 1) 8( 1) ( 1)( 4 8),k k k k k k k k           

 

то это уравнение имеет корни:
1 2 3 41, 1, 2 2 , 2 2 .k k k i k i          

Действительным корням 
1k  и 

2k  соответствуют решения 

 

1 2
,,x xy e y e   

 

а комплексно-сопряженным – решения  

 
2 2

3 4
cos2 , sin 2x xy e x y e x    

 

В соответствии с формулой (13) получаем общее решение: 

 
2 2

1 2 3 4
cos2 sin2 .x x x xy C e C e C e x C e x       

 

Ответ: 2
1 2 3 4

.( cos2 sin 2 )x x xy C e C e C x C x e    
 

4 Решить дифференциальное уравнение 

 
(6) (4)3 3 0.y y y y     

 

Решение. Составляем характеристическое уравнение: 

 
6 4 23 3 1 0.k k k     

 

Поскольку  

 
6 4 2 2 33 3 1 ( 1)k k k k     , 

 

то характеристическое уравнение имеет корни: 
1 2,k i k i   . 

Трёхкратным мнимым сопряжённым корням i и –i  соответ-

ствуют линейно независимые решения: 

 

1 2 3 4 5 6

2 2cos ,    cos ,   cos ,   sin ,   sin ,   sin .y x y x x y x x y x y x x y x x       

 

Следовательно, общее решение определяется формулой 
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2 2

51 2 3 4 6
cos cos cos sin sin sin .y C x C x x C x x C x C x x C x x       

 

Ответ:    2 2
51 2 3 4 6

cos sin .y C C x C x x C C x C x x       

 

Задания  
 

1 Найти общее решение линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения с постоянными коэффициентами. 

 

1 2 2    0.y y y y               11 2 9 ' 18    0.y y y y      

2 4 4    0.y y y y      12 5 5     0.y y y y      

3 3 4 ' 12     0.y y y y             13 3 2     0.y y y    

4    0.y y y y       14 3 3    0.y y y y       

5 5 17 13     0.y y y y            15 5 19 25    0.y y y y      

6 5 3  '    0.y y y y       16 3 9 13     0.y y y y      

7 IV 10 9     0.y y y    17 IV 2 2     0.y y y y       

8 IV 2 2     0.y y y y       18 IV 2     0.y y y    

9 IV 4 6 4   0.y y y y y       19 IV 2 ''    0.y y y    

10 IV 16     0.y y   20 IV 4 6 4   0.y y y y y     
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5 ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

n-го ПОРЯДКА  

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Рассмотрим линейное неоднородное уравнение n-го порядка с по-

стоянными коэффициентами (11) и соответствующее ему однородное 

уравнение (12). Общее решение линейного неоднородного уравнения 

(11) определяется формулой 
 

                                                  0 ,  чy y y                                                    (15) 
 

где 0y  – общее решение однородного уравнения; 

 чy – частное решение неоднородного уравнения. 

Частное решение неоднородного уравнения можно находить ме-

тодом вариации произвольных постоянных. 

Пусть соответствующее однородное уравнение (12) имеет общее 

решение 
 

                                      
1 1 2 2 ... n ny C y C y C y   .                                       (16) 

 

Общее решение неоднородного уравнения (11) будем искать в виде 
 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n ny C x y x C x y x C x y x   . 

 

где 
1 2( ), ( ),..., ( )nC x C x C x  – неизвестные функции.  

Из системы уравнений 
 

(   2 ) (   2 ) (   2 )

(   1) (   1) (   1)

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... 0,

... 0,

.........................................,

... 0,

... ( )

n n n

n n n

n n

n n

n n

n n

C y C y C y

C y C y C y

C y C y C y

C y C y C y f x

  

  

     

       




    


    

 

 

находим φ ( )k kC x   (k = 1, 2, …, n), а потом и сами функции. Определитель 

этой системы отличен от нуля, как определитель Вронского для линейно-

независимых функций, поэтому система имеет единственное решение. 
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В простейших случаях частные решения неоднородного уравне-

ния (11) определяют методом неопределённых коэффициентов. Они 

напрямую зависят от вида функции   :f x  

1 ( ) ( )ax

nf x e P x , где ( )nP x  – многочлен степени n. 

Если a не является корнем соответствующего характеристического 

уравнения, то полагают ( )ax

ч ny e Q x , где ( )nQ x  – многочлен степени n  

с неопределёнными коэффициентами. Если a – корень характеристиче-

ского уравнения, то  
 

                                              ( )r ax

ч ny x e Q x ,                                              (18) 
 

где r – кратность корня a. 

2  ( ) ( )cos ( )sinax

n mf x e P x bx R x bx  . 

Если a ib  не являются корнями характеристического уравнения, 

то полагают 
 

                                cos sin ,ax x
vч

a
vy Q x e bx S x e bx                               (19) 

 

где Qv(x), Sv(x) – многочлены степени  max ,v n m  с неопреде-

лёнными коэффициентами. 

Если a ib  – корни характеристического уравнения, то  
 

                               cos sinr ax a
ч

x
v vy x Q x e bx S x e bx  ,                            (20) 

 

где r – кратность корней a ib . 

 

Примеры решений типовых задач 
 

1 Проинтегрировать линейное неоднородное уравнение 
 

3 22 2   2 4 13y y y y x x x           . 

 

Решение. Соответствующее однородное уравнение 
 

2 2    0y y y y      
 

имеет общее решение 
 

2
0 1 2 3

 x x xy C e C e C e   . 
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Найдём частное решение исходного уравнения двумя способами. 

 

1-й способ (Метод вариации произвольных постоянных) 

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 

 

      2
1 2 3

. x x xx x xy C e C e C e    

 

Неизвестные функции 
1 2( ), ( ),..., ( )nC x C x C x  найдём из системы 

уравнений 

 

     

     

     

2

1 2 3

2

1 2 3

2 3 2

1 2 3

0,

2 0,

4 2 4 13.

x x x

x x x

x x x

C x e C x e C x e

C x e C x e C x e

C x e C x e C x e x x x







     

      


       


 

 

Данная система имеет единственное решение 

 

 

 

 

3 2

1

3 2

2

3 2 2

3

1 1 2 13
,

3 6 3 6

1 13
2 ,

2 2

2 1 4 13
.

3 3 3 3

x

x

x

C x x x x e

C x x x x e

C x x x x e





       
 

         
 

        
   

 

Теперь найдём искомые функции, интегрируя данные равенства по ча-

стям несколько раз.  
 

   

   

   

3 2

1 1 1

3 2

2 2 2

3 2 2

3 3 3

1 7 5 1
,

3 6 3 2

5 19
3 ,

2 2

1 1 1
2 .

3 3 3

x

x

x

С x С x dx x x x e С

С x С x dx x x x e С

С x С x dx x x x e С
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Исходное уравнение имеет решение  
 

      2
1 2 3

 x x xx x xy C e C e C e     

 

3 2 3 2

1 2

1 7 5 1 5 19
3

3 6 3 2 2 2
 x xx x x x x xC e C e         

 

 

3 22
3

1 1 1
 2;

3 3 3

x x x xC e    
 

 
2 3 2

1 2 3
  5 8.x x xy C e C e C e x x x        

 

 
Ответ: 2 3 2

1 2 3
  5 8.x x xy C e C e C e x x x        

 

2-й способ (Метод неопределённых коэффициентов) 
Найдём частное решение исходного уравнения, правая часть ко-

торого является многочленом третьей степени и в случае 3n  и α 0  

принимает вид 
 

3 2
3
( ) 2 4 13P x x x x    . 

 

В соответствии с первым случаем полагаем 
 

3 2 .чy Ax Bx Cx D     
 

Поскольку 
 

23 2 , 6 2 , 6ч ч чy Ax Bx C y Ax B y A        , 
 

то 
 

2 3 26 2(6 2 ) (3 2 ) 2( )A Ax B Ax Bx C Ax Bx Cx D           
 

3 22 4 13.x x x     
 

или  
 

3 22 (2 3 ) (2 2 12 )Ax B A x С B A x       

 
3 2 (2 4 6 ) 2 4 13.D C B A x x x       
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝑥, получа-

ем систему уравнений 
 

2 2,

2 3 1,

2 2 12   4,

2 4 6 13.

А

B A

C B A

D C B A

 


   


   
    

 

 

Из которой находим: 1,  1,  5,  8А B C D    . 

Следовательно, искомое частное решение имеет вид 
 

3 2
1

5 8.y x x x     

 

По формуле (15) получаем общее решение: 

 
2 3 2

1 2 3
  5 8x x xy C e C e C e x x x       . 

 

Ответ: 2 3 2
1 2 3

  5 8.x x xy C e C e C e x x x        

2 Проинтегрировать линейное неоднородное уравнение 
 

IV .2 (48 24) xy y" y x e     

 

Решение. Соответствующее однородное уравнение 

 
IV 2 0y y" y    

 

имеет общее решение 

 

0 1 2 3 4
( )  ( )x xy C C x e C C x e    , 

 

поскольку 1 2 3 4  1,   1k k k k      – корни характеристического уравнения: 

правая часть данного уравнения является функцией вида (1), причём  

n = 1; k = 1 – двукратный корень характеристического уравнения.  

В соответствии с формулой полагаем 

 
2 3 2( ) ( )x x

чy x Ax B e Ax Bx e    . 
 

Находим производные функции 1
y : 
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 3 2 ,3 2 x

чy Ax A B x Bx e        

 

   3 2 ,6 6 4 2 x

чy Ax A B x A B x B e          

 

     3 2 ,9 18 6 6 6 x

чy Ax A B x A B x A B e           

 

     (4) 3 212 36 8 24 12 .x

чy Ax A B x A B x A B e          

 

Подставим выражения (4), , ,ч ч ч чy y y y    в данное уравнение: 

 

     3 212 36 8 24 12 xAx A B x A B x A B e          

 

   3 2 3 2 2 6 6 4 2  ( )  x xAx A B x A B x B e Ax Bx e            

 

  .48 24 xx e   

 

Сокращая на xe и приводя подобные члены, получаем тождество 
 

 24 24 8 48 24Ax A B x     

 

из которого следует, что 
 

24 48 ; 24 8 24,A A B    т. е. 2,  9А B  . 

 

Следовательно, частное решение определяется формулой 
 

3 2(2 9 )ч
xy x x e  . 

 

Общее решение в соответствии имеет вид 
 

  3 2
1 2 3 4

( ) (2 9 )x x xy C C x e C C x e x x e      . 

 

3 Проинтегрировать уравнение 

 
IV 16 4cos2 8sin2y y x x   . 
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Решение. Общее решение соответствующего однородного уравнения  
 

16 0IVy y   
 

определяется формулой 
 

2 2
0 1 2 3 4

  cos2 sin 2 .x xy C e C e C x C x     

 

Правая часть данного уравнения является функцией вида 2, где 

4,   8,  β 2,a b     причём  β 2i i  – простой корень характеристического 

уравнения  
 

4 16 0k    или 2 2( 4)( 4) 0.k k    
 

В соответствии с формулой (20) полагаем  cos2 sin2ч A x B xy x  . 

Находим производные функции чy : 
 

 

 

 (4)

cos 2 sin 2 ( 2 sin 2 2 cos 2 ),

4 sin 2 4 cos 2 4 cos 2 4 sin 2 ,

12 cos 2 12 sin 2 8 sin 2 8 cos 2 ,

32 sin 2 32 cos 2 16 cos 2 16 sin 2 .

ч

ч

ч

ч

y A x B x x A x B x

y A x B x x A x B x

y A x B x x A x B x

y A x B x x A x B x

     

      

    

   

 

 

Подставим выражения для (4)
чy  и чy в исходное уравнение: 

 

  32 sin2 32 cos2 16 cos2 16 sin2A x B x x A x B x     

 

  16 cos2 sin 2 4cos2 8sin 2 .x A x B x x x     

 

Приводя подобные члены, получаем 
 

32 sin 2 32 cos2 4cos2 8sin 2  A x B x x x   , 
 

Откуда 

 

32 8;  32 4,A B   т. е. 
1 1

4 8
  ,  .A B     



41 

 

Следовательно, частное решение определяется формулой 
 

1
.

1 1
cos2 sin 2

4 8
y x x x

 
  
 

    

 

Тогда общее решение исходного уравнения определяется формулой 
 

2 2
1 2 3 4

1 1
    cos2 sin 2 cos2 sin 2  

4 8
x xy C e C e C x C x x x x  

  
 

      . 

 

Ответ: 2 2
1 2 3 4

1 1
    cos2 sin 2 cos2 sin 2  .

4 8
x xy C e C e C x C x x x x  

  
 

       

 

Задания  
 

1 Найти общее решение линейного неоднородного уравнения  

с постоянными коэффициентами. 
 

1 3 3    3 14.y y y y x       

2 22 2    2 4.y y y y x        

3 2''' '' 4 ' 4   4 8 10.y y y y x x       

4 3 22 2     4 4 20 15.y y y y x x x         

5 2 2     2cos 8sin .y y y y x x         

6 .6 9 4      18 xy y y y e       

7 IV 16   64cos2 32sin2 .y y x x    

8 IV 4 7 4 8   cos2 sin2 .x xy y y y y e e x x          

9 V 25 5   3.xy y y e x     

10 VII VI V IV .3 3 3 3   xy y y y y y y y e            

11 5 19 25    25 6.y y y y x        

12 23 4 12     36 14.y y y y x      

13 23 9 13    26 10 17.y y y y x x       

14 5 3     97cos4 71sin 4 .y y y y x x        

15 2 .5 8 6    12 xy y y y e       

16 .3 3      6 xy y y y e     

17 IV .4 6 4   48 xy y y y y e        

18 V IV 81 81    cos3 sin3 .xy y y y e x x       

19 VI IV3 3   cos sin .y y y y x x      

20 VIII VI IV4 6 4   cos siny y y y y x x     . 
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6 УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА 
 

Уравнение Эйлера является линейным дифференциальным уравнением 

n -го порядка с переменными коэффициентами, которое имеет вид 
 

( )   1 (   1)

1   1( ) ( ) ... ( ) ( ),n n n n

n nax b y a ax b y a ax b y a y f x 


         

 

где все ( 1,..., )ia i n , а также a  и b  – вещественные числа, а правая 

часть ( )f x  – функция независимой переменной x , и по этой переменной 

вычислены все производные неизвестной функции ( )y x .  

Если ( ) 0f x  , то уравнение Эйлера называют однородным. 

В частном случае, когда 1a  , 0b  , уравнение Эйлера принимает вид 
 

( )   1 (   1)

1   1... ( )n n n n

n nx y a x y a xy a y f x 


     . 

 

Если ввести замену независимой переменной по формуле 
 

,tax b e   

 

То уравнение Эйлера приводится к линейному уравнению с постоянными 

коэффициентами. Из последней формулы следует: 
 

t dy
y ae

dt

  , 

 

2
2 2

2

t d y dy
y a e

dt dt

  
   

 
, 

 
3 2

3 3

3 2
3 2t d y d y dy

y a e
dt dt dt

  
    

 
, 

 

……………………………….. 

 

Примеры решений типовых задач 
 

1 Найти общее решение уравнения 
 

2 5 3 0.x y xy y     
 

Решение. Это однородное уравнение Эйлера. Проведем замену 

переменной tx e  и получим 
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t dy
y e

dt

  ; 
2

2

2

t d y dy
y e

dt dt

  
   

 
. 

 

Подставляя эти значения производных в заданное уравнение и за-

мечая, что 2 2tx e , получаем 
 

2
2 2

2
5 3 0.t t t td y dy dy

e e e e y
dt dt dt

  
    

 
 

 

Отсюда следует, что  
 

2

2
4 3 0.

d y dy
y

dt dt
    

 

Сделанная подстановка привела нас к линейному однородному диффе-

ренциальному уравнению с постоянными коэффициентами. Характери-

стическое уравнение имеет вид  
 

2 4 3 0.k k    
 

Его корни: 
1 3k   , 

2 1k    – действительные различные числа, поэтому 

общее решение имеет вид 

 
3

1 2 .t ty C e C e    
 

Возвращаемся к старой переменной с учётом, что lnt x . Тогда общее 

решение исходного уравнения  
 

3ln ln 1 2
1 2 3

x x C C
y C e C e

x x

     . 

 

Ответ: 1 2

3

C C
y

x x
  . 

2 Найти общее решение уравнения 

 
2 4 12 ln .x y xy y x     

 

Решение. Это неоднородное уравнение Эйлера. Проведём замену 

переменной tx e  и получим 
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t dy
y e

dt

  ; 
2

2

2

t d y dy
y e

dt dt

  
   

 
. 

 

Подставляя эти значения производных в заданное уравнение, за-

мечая, что 2 2tx e , получаем 
 

2
2 2

2
4 12 ln .t t t t td y dy dy

e e e e y e
dt dt dt

  
    

 
 

 

Отсюда следует, что  
 

2

2
3 12 .

d y dy
y t

dt dt
    

 

Сделанная подстановка привела нас к линейному неоднородному диф-

ференциальному уравнению с постоянными коэффициентами. Характе-

ристическое уравнение имеет вид  
 

2 3 12 0.k k    
 

Его корни: 
1,2

3 39

2 2
k i    – комплексно-сопряжённые числа, поэтому 

общее решение однородного уравнения, соответствующего данному, 

имеет вид 
 

1,5 1,5

0 1 2

39 39
cos sin .

2 2

t ty C e t C e t    

 

Теперь отыщем частное решение. Поскольку число 3 39

2 2
i   не явля-

ется корнем характеристического уравнения, то частное решение ищем 

в виде 
 

чy At B  . 

 

Подставляя его в неоднородное уравнение, получим равенство для по-

иска неизвестных коэффициентов: 
 

12 12 3t At B A   . 
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях буквы t  в левой и 

правой частях данного равенства, получим 
 

12 1,

12 3 0.

A

B A




 
 

 

Откуда 
1 1

;
12 48

A B   . Таким образом, частное решение имеет вид 

 

1 1

12 48
чy t  . 

 

Складывая это частное решение с общим решением соответствующего 

однородного уравнения, получим общее решение  
 

1,5 1,5

1 2

39 39 1 1
cos sin

2 2 12 48

t ty C e t C e t t     . 

 

Теперь возвращаемся к старой переменной с учётом, что lnt x . Полу-

чаем окончательно общее решение исходного уравнения  
 

1,5 1,5

1 2

39 39 1 1
cos ln sin ln ln

2 2 12 48
y C x x C x x x 

   
      

   

. 

 

Ответ: 1,5 1,5

1 2

39 39 1 1
cos ln sin ln ln

2 2 12 48
y C x x C x x x 

   
      

   

. 

 

Задания 
 

1 Найти общее решения уравнений Эйлера. 
 

1 2 9 0.x y xy y     

2 2 9 0.x y xy y     

3 2 0.x y xy    

4 2 0.x y xy y     

5 2 5 8 0.x y xy y     

6 2(3 1) 2(3 1) 12 0.x y x y y       

7 2(2 1) 2(2 1) 12 0.x y x y y       
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8 2( 5) 3( 5) 4 0.x y x y y       

9 3 26 18 24 0.x y x y xy y       

10 4 (4) 3 23 6 6 0.x y x y x y xy y        

11 2 29 .x y xy y x     

12 2 33 .x y xy y x     

13 2 3 4 5 .x y xy y x     

14 2(2 1) 2(2 1) 12 3 1.x y x y y x        

15 2 38 .x y xy y x     

16 2( 2) 3( 2) 4 .x y x y y x       

17 3 2 6ln .x y xy x    

18 2 2 sin(ln ).x y y x    

19 2 36 .x y xy y x     

20 2 34 .x y xy y x     
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