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О ДОПОЛНЯЕМОСТИ КОРАДИКАЛА
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Аннотация. Формация F конечных групп называется GWP -формацией, если F-
корадикал группы, порожденной двумя F-субнормальными подгруппами, порожда-
ется их F-корадикалами. Главная цель работы заключается в нахождении некото-
рых достаточных условий расщепляемости конечной группы над ее F-корадикалом.
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1. Введение

Понятие F-корадикала, характеризующее степень вхождения группы в фор-
мацию F, естественным образом инициировало исследование проблемы расщеп-
ляемости группы над F-корадикалом. Центральное место в решении этой про-
блемы занимает следующий результат Л. А. Шеметкова из [1, 2].

Пусть F — локальная формация, G — конечная группа. Если для любого
простого числа p, делящего |G : GF|, силовская p-подгруппы из GF абелева, то
подгруппа GF дополняема в G.

Универсальность приведенной теоремы проявляется в следующем:
1) никакие ограничения (кроме абелевости соответствующих силовских под-

групп F-корадикала) на конечную группу G не налагаются;
2) теорема справедлива для произвольной локальной формации F;
3) она включает в себя практически все известные результаты о дополняе-

мости F-корадикалов (в том числе теорему Шура — Цассенхауза о дополняемо-
сти нормальной холловой подгруппы; теорему Гашюца о дополняемости абелева
F-корадикала [3]; теорему Ф. Холла о дополняемости коммутанта разрешимой
группы с абелевыми силовскими подгруппами; теорему Хупперта [4] о допол-
няемости Np-корадикала, обладающего абелевой силовской p-подгруппой).

Как показывают примеры, условие абелевости соответствующих силовских
подгрупп F-корадикала в приведенной теореме Л. А. Шеметкова существенно.
Поэтому одним из подходов, направленным на ослабление абелевости, может
быть введение дополнительных ограничений либо на группу G, либо на фор-
мацию F. Такой подход, инициированный работой [5], в последнее время по-
лучил развитие в [6–9]. В рамках этого подхода выполнена и данная работа.
В ней для произвольной GWP -формации F исследуется существование допол-
нений к F-корадикалу группы, порожденной системой ее K-F-субнормальных
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подгрупп. Таким образом, условие абелевости соответствующих силовских под-
групп F-корадикала всей группы G в отмеченной теореме Л. А. Шеметкова
ослабляется до условия абелевости силовских подгрупп из F-корадикалов K-
F-субнормальных подгрупп, порождающих группу G. Главная цель работы —
доказательство следующих двух теорем.

Теорема 1.1. Пусть F — GWP -формация и G — конечная группа, обла-
дающая следующими свойствами:

1) G = 〈A,B〉, где A и B — K-F-субнормальные подгруппы группы G;
2) для некоторого простого числа p силовские p-подгруппы из AF и BF

абелевы.
Тогда F-корадикал GF группы G не содержит G-главных F-центральных

pd-факторов.

Теорема 1.2. Пусть F —GWP -формация и G— конечная группа, предста-
вимая в виде G = 〈A,B〉, где A и B — K-F-субнормальные подгруппы группы G.
Если подгруппы AF и BF π(F)-разрешимы и для любого простого числа p ∈ π(F)
силовские p-подгруппы из AF и BF абелевы, то каждый F-нормализатор группы
G является дополнением F-корадикала GF в группе G.

2. Определения и используемые результаты

В работе рассматриваются только конечные группы. Используются опре-
деления и обозначения, принятые в [10, 11].

Напомним, что формация — это класс групп, замкнутый относительно взя-
тия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. Если F —
непустая формация, то через GF обозначается пересечение всех тех нормаль-
ных подгрупп N группы G, для которых G/N ∈ F (подгруппа GF называется
F-корадикалом группы G).

Лемма 2.1 [10, лемма 1.2]. Пусть F — непустая формация и N — нормаль-
ная подгруппа группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) (G/N)F = GFN/N ;
2) если G = HN , то HFN = GFN .

Подгруппа H группы G называется F-субнормальной, где F — непустой
класс групп, если либо H = G, либо существует максимальная цепь подгрупп

H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G

такая, что Hi/CoreHi(Hi−1) ∈ F для всех i =1, 2, . . . , n.
Другая концепция, развивающая идею транзитивного замыкания нормаль-

ности и объединяющая субнормальные и F-субнормальные подгруппы, основана
на следующем определении.

Если F — непустой класс групп, то подгруппа H группы G называется
F-субнормальной в смысле Кегеля (или просто K-F-субнормальной), если суще-
ствует цепь подгрупп

H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G

такая, что либо подгруппа Hi−1 нормальна в Hi, либо Hi/CoreHi(Hi−1) ∈ F для
всех i =1, 2, . . . ,n.

Отметим, что если F = N — класс всех нильпотентных групп, то подгруп-
па H K-F-субнормальна в G тогда и только тогда, когда она субнормальна в
G.
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Следующие три леммы содержат информацию об общих свойствах K-F-
субнормальных подгрупп. Доказательство этих лемм можно найти в [12, 13].

Лемма 2.2. Пусть F — непустая формация. Пусть H и N — подгруппы
группы G, причем подгруппа N нормальна в G. Тогда

1) если подгруппа H K-F-субнормальна в группе G, то подгруппа HN/N
K-F-субнормальна в G/N , а подгруппа HN K-F-субнормальна в G;

2) если N ⊆ H , то подгруппа H K-F-субнормальна в G тогда и только
тогда, когда подгруппа H/N K-F-субнормальна в G/N .

Лемма 2.3. Пусть F — непустая наследственная формация. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

1) если F-корадикал группы G содержится в подгруппе H , то H — K-F-
субнормальная подгруппа группы G;

2) если H и D — подгруппы группы G, причем подгруппа H K-F-субнор-
мальна в G, то подгруппа H ∩D K-F-субнормальна в D;

3) если подгруппа H K-F-субнормальна в D и подгруппа D K-F-субнор-
мальна в G, то подгруппа H K-F-субнормальна в G.

Лемма 2.4. Пусть F — непустая наследственная формация. Если под-
группа H K-F-субнормальна в G, то подгруппа HF субнормальна в G.

Говорят [12], что формация F индуцирует функтор Виландта на F-субнор-

мальных подгруппах, если 〈A,B〉F = 〈AF, BF〉 для любых двух F-субнормаль-
ных подгрупп A и B каждой группы G. В книге [13] такая формация называ-
ется формацией, обладающей обобщенным свойством Виландта для корадика-

лов, или, сокращенно, GWP -формацией (the formation with generalised Wielandt

property for residuals).
Каждая GWP -формация F является наследственной формацией Фиттинга

[12], т. е. она замкнута относительно взятия подгрупп и, кроме того, из G =
AB, где A и B — нормальные F-подгруппы из G, всегда вытекает, что G ∈ F.
Кроме того, как следует из [14], любая GWP -формация F насыщенна, т. е.
замкнута относительно взятия фраттиниевых расширений. Отсюда ввиду [13,
теорема 6.5.45] формация F является GWP -формацией тогда и только тогда,
когда 〈A,B〉F = 〈AF, BF〉 для любых двух K-F-субнормальных подгрупп A и B
каждой группы G.

Из определения класса Фиттинга F следует, что в любой группе G суще-
ствует F-радикал GF, т. е. наибольшая нормальная подгруппа из G, принад-
лежащая F (она совпадает с произведением всех нормальных F-подгрупп из
G). В дальнейшем будем опираться на следующий результат, устанавливаю-
щий связь K-F-субнормальных F-подгрупп группы с ее F-радикалом.

Лемма 2.5 [12, лемма 3.3.5]. Пусть F — GWP -формация. Тогда любая
K-F-субнормальная F-подгруппа группы G содержится в ее F-радикале GF.

В [15] описаны все разрешимые GWP -формации. Достаточно широкие
классы неразрешимыхGWP -формаций представлены в [15, 16]. В общем случае
проблема перечисления всех GWP -формаций остается открытой.

В то же время GWP -формация всегда решеточная [15], т. е. обладает
тем свойством, что множество всех F-субнормальных подгрупп в любой группе
образует подрешетку решетки всех подгрупп этой группы. Таким образом, все
GWP -формации лежат в классе всех наследственных насыщенных решеточных
формаций, которые описаны в [17].
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Лемма 2.6 [17]. Пусть F — наследственная насыщенная формация. Тогда
и только тогда F решеточная, когда она удовлетворяет следующим условиям:

1) F = M × H, π(M) ∩ π(H) = ∅;
2) существует такое разбиение {πi | i ∈ I} множества π(H) на попарно не

пересекающиеся подмножества, что H = ×i∈ISπi ;
3) M = Sπ(M)M — наследственная насыщенная формация, являющаяся

классом Фиттинга, нормальным в M2;
4) всякая нециклическая M-критическая группа G с единичной подгруппой

Фраттини является примитивной группой с единственной неабелевой минималь-
ной нормальной подгруппой N = GM, причем G/N — циклическая примарная
группа.

Напомним, что если {Xi | i ∈ I} — некоторое семейство классов групп,
то через ×i∈IXi обозначается класс всех групп, которые представимы в виде
Hi1 × · · · ×Hit , где ik ∈ I, Hik ∈ Xik для всех k = 1, 2, . . . , t. Через S далее обо-
значается формация всех разрешимых групп (соответственно Sπ — формация
всех разрешимых π-групп, где π — некоторое множество простых чисел).

Пусть P — множество всех простых чисел. Тогда функция

f : P → {формации конечных групп}
называется формационной функцией.

Для формационной функции f главный фактор A/B группы G называется
f -центральным (f -эксцентральным), если

G/CG(A/B) ∼= AutG(A/B) ∈ f(p)

для всех простых p ∈ π(A/B) (соответственноG/CG(A/B) не принадлежит f(p)
хотя бы для одного простого числа p ∈ π(A/B)). Класс групп F = LF (f) назы-
вается локальной формацией, если он состоит из всех групп G таких, что либо
G = 1, либо G 6= 1 и любой главный фактор A/B группы G f -централен. При
этом говорят, что локальная формация F определяется с помощью формацион-

ной функции f , а f — локальное определение формации F.
Пусть Np — класс всех p-групп, f — формационная функция и F = LF (f).

Тогда функция f называется
(а) внутренней, если f(p) ⊆ F для всех p ∈ P;
(в) полной, если f(p) = Npf(p) для всех p ∈ P;
(с) канонической, если она полная и внутренняя.
Как показано в [11, теорема IV.3.7], для любой локальной формации F

существует единственная каноническая формационная функция f такая, что
F = LF (f). Эта функция называется каноническим локальным определением

формации F.
Следуя определению 5.5 из [10], главный фактор H/K будем называть F-

центральным (F-эксцентральным), если H/K f -централен (соответственно f -
эксцентрален) для некоторого внутреннего локального определения f форма-
ции F.

Далее понадобится следующая информация о главных факторах F-коради-
кала. При этом под главным pd-фактором группы понимается главный фактор,
порядок которого делится на простое число p.

Лемма 2.7 [10, теорема 11.6]. Пусть F — локальная формация. Если
для некоторого простого числа p силовская p-подгруппа из GF абелева, то F-
корадикал GF группы G не содержит G-главных F-центральных pd-факторов.
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Лемма 2.8 [9, лемма 1.8]. Если G = 〈A,B〉, где A и B — субнормаль-
ные подгруппы группы G, и для некоторого простого числа p подгруппа AN

не содержит A-главных центральных pd-факторов, а подгруппа BN не содер-
жит B-главных центральных pd-факторов, то N-корадикал GN группы G не
содержит G-главных центральных pd-факторов.

Следуя [10], приведем определение F-нормализатора произвольной конеч-
ной группы для случая, когда F — локальная формация.

Нормальная подгруппа R группы G называется F-предельной нормальной

подгруппой, если R/R ∩ �(G) является F-эксцентральным главным фактором
группы G. Максимальная подгруппа M группы G называется F-критической

в G, если в G найдется такая F-предельная нормальная подгруппа R, что
MR = G. Подгруппа H называется F-нормализатором группы G, если H ∈ F

и существует максимальная цепь

H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G,

в которой подгруппа Hi−1 F-критична в Hi для всех i = 1, 2, . . . , n. По опреде-
лению каждая группа G обладает по крайней мере одним F-нормализатором.

Для доказательства теоремы 1.2 понадобится также следующая информа-
ция о свойствах F-нормализаторов.

Пусть H — подгруппа, а A/B — нормальный фактор группы G. Говорят,
что

1) H покрывает фактор A/B, если A ⊆ HB;
3) H изолирует фактор A/B, если H ∩A ⊆ B.

Лемма 2.9 [10, следствие 21.1.1]. Пусть F — локальная формация, G —
группа с π(F)-разрешимым F-корадикалом. Если F — F-нормализатор груп-
пы G, то F покрывает каждый F-центральный и изолирует каждый F-эксцент-
ральный главный фактор группы G.

3. Доказательство теоремы 1.1

Если p не принадлежит π(F), то утверждение теоремы очевидно. Поэтому
полагаем далее, что p ∈ π(F). Предположим, что теорема неверна. Пусть
G — группа, которая удовлетворяет условию теоремы, но не удовлетворяет ее
заключению, причем для группы G с такими свойствами натуральное число
t = |G| + |G : A| + |G : B| минимальное. Понятно, что GF 6= 1.

Если G = A, то по условию теоремы силовские p-подгруппы из GF = AF

абелевы, а значит, ввиду леммы 2.7 F-корадикал GF группы G не содержит G-
главных F-центральных pd-факторов; противоречие. Поэтому полагаем далее,
что G 6= A и G 6= B.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Если N не со-
держится в GF, то ввиду леммы 2.1 имеем (G/N)F = GFN/N ≃ GF. Отсюда
на основании выбора группы G следует, что F-корадикал GF группы G не со-
держит G-главных F-центральных pd-факторов; противоречие. Значит, любая
минимальная нормальная подгруппа группы G содержится в подгруппеGF. Бо-
лее того, в силу выбора группы G F-корадикал GF/N группы G/N не содержит
G-главных F-центральных pd-факторов.

Если L — минимальная нормальная подгруппа группы G, отличная от N ,
то аналогично показывается, что F-корадикал GF/L группы G/L не содержит
G-главных F-центральных pd-факторов. Но тогда ввиду изоморфизма GF/N ∩
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L ≃ GF следует, что F-корадикал GF группы G не содержит G-главных F-
центральных pd-факторов. Получили противоречие с выбором группы G.

Итак, N — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G,
причем N содержится в GF. При этом каждый главный pd-фактор группы G
на участке от N до GF F-эксцентрален. Так как для группы G теорема невер-
на, минимальная нормальная подгруппа N группы G является pd-подгруппой,
которая F-центральна в G. Если f — каноническое локальное определение фор-
мации F, то G/CG(N) ∈ f(p) ⊆ F. Значит, GF ⊆ CG(N), а потому N ⊆ Z(GF).
Отсюда следует, в частности, что N — абелева p-группа.

Предположим, что AF = 1. Так как F — GWP -формация, ввиду K-F-
субнормальности подгруппы A в G и того, что A ∈ F, на основании леммы 2.5
имеем A ⊆ GF и G = AB = GFB. Отсюда GF = (GF)FBF = BF, а значит, в силу
леммы 2.7 подгруппа GF не содержит G-главных F-центральных pd-факторов;
противоречие. Поэтому полагаем далее, что AF 6= 1 и BF 6= 1.

Обозначим D = AF ∩ N . Предположим, что D 6= 1. Согласно [10, теоре-
ма 4.7] f(p) является наследственной формацией. Поэтому из G/CG(N) ∈ f(p)
следует, что ACG(N)/CG(N) ∈ f(p). Ввиду изоморфизма ACG(N)/CG(N) ≃
A/A ∩ CG(N) = A/CA(N) имеем, что A/CA(N) ∈ f(p). Поскольку CA(N) ⊆
CA(D), то A/CA(D) ∈ f(p). Следовательно, все A-главные факторы подгруппы
AF на отрезке [1, D] F-центральны в A. Пришли к противоречию с леммой 2.7.
Таким образом, AF ∩N = 1. Аналогично показывается, что BF ∩N = 1.

Так как F — GWP -формация, GF = 〈AF, BF〉. Ввиду леммы 2.4 подгруп-
пы AF и BF субнормальны в группе G. Кроме того, силовские p-подгруппы из
(AF)N и (BF)N абелевы, а значит, по лемме 2.7 подгруппа (AF)N не содержит
AF-главных центральных pd-факторов, а подгруппа (BF)N не содержит BF-
главных центральных pd-факторов. Поэтому по лемме 2.8 N-корадикал (GF)N

группы GF не содержит GF-главных центральных pd-факторов. Следователь-
но, (GF)N ∩ N = 1. Если (GF)N 6= 1, то группа GF содержит минимальную
нормальную подгруппу, отличную от N ; противоречие. Поэтому (GF)N = 1,
т. е. GF — нильпотентная подгруппа группы G. Так как N — единственная
минимальная нормальная подгруппа группы G, в частности, GF — p-группа.

Поскольку формация F решеточная, F удовлетворяет условиям 1–4 лем-
мы 2.6. Поэтому из p ∈ π(F) следует, что либо p ∈ π(M), либо p ∈ πi для
некоторого i ∈ I.

Если p ∈ π(M), то из строения формации F вытекает, что G/GF = (S/GF)×
(F/GF), где S/GF — холлова π(M)-подгруппа группы G/GF, принадлежащая
формации M, и F/GF — холлова π(H)-подгруппа группы G/GF, принадлежа-
щая формации H. Так как M = Sπ(M)M и GF — p-группа, где p ∈ π(M), то
S ∈ M ⊆ F.

Если p ∈ πi для некоторого i ∈ I, то из строения формации F следует,
что G/GF = (S/GF) × (F/GF), где S/GF — разрешимая холлова πi-подгруппа
группы G/GF и F/GF — холлова π′

i-подгруппа группы G/GF, принадлежащая
формации F. Поскольку формация Sπi замкнута относительно расширений и
GF — p-группа, где p ∈ πi, то S ∈ Sπi ⊆ F.

Итак, в обоих случаях группа G/GF представима в виде G/GF = (S/GF)×
(F/GF), где S/GF и F/GF — холловы подгруппы группы G/GF, принадлежащие
формации F. Более того, S ∈ F.

Рассмотрим подгруппы AGF и BGF. Ввиду леммы 2.2 ониK-F-субнормаль-
ны в группе G. Кроме того, G = 〈AGF, BGF〉. Так как формация F является
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GWP -формацией, то (AGF)F = 〈A,GF〉F = 〈AF, (GF)F〉 = AF и (BGF)F = BF,
т. е. F-корадикалы подгрупп AGF и BGF абелевы. Если либо A ⊂ AGF, либо
B ⊂ BGF, то

|G| + |G : AGF| + |G : BGF| < t

и ввиду выбора группы G и ее подгрупп A и B имеем, что F-корадикал GF

группы G не содержит G-главных F-центральных pd-факторов; противоречие.
Следовательно,GF ⊆ A иGF ⊆ B. Отсюда, в частности, следует, что подгруппы
AF и BF нормальны в GF. Так как F — GWP -формация и GF = 〈AF, BF〉, то
GF = AFBF.

Ввиду изоморфизма

GF/AF = AFBF/AF ≃ BF/AF ∩BF

и абелевости подгруппы BF получаем, что коммутант [GF, GF] группы GF со-
держится в AF. Очевидно, [GF, GF] — нормальная подгруппа группы G. Если
[GF, GF] 6= 1, то из единственности в G минимальной нормальной подгруппы N
имеем, что N ⊆ [GF, GF] ⊆ AF. Пришли к противоречию с тем, что AF ∩N = 1.
Следовательно, [GF, GF] = 1, т. е. подгруппа GF абелева. Но тогда по лемме 2.7
F-корадикалGF группы G не содержит G-главных F-центральных pd-факторов.
Снова пришли к противоречию с выбором группы G. Теорема доказана.

4. Доказательство теоремы 1.2

Очевидно, множество H всех π(F)-разрешимых групп является формацией
Фиттинга. Так как F — GWP -формация, GF = 〈AF, BF〉. Ввиду леммы 2.4
подгруппы AF и BF субнормальны в группе G. Поэтому GF = 〈AF, BF〉 ⊆ GH,
т. е. подгруппа GF π(F)-разрешима.

Пусть F — некоторый F-нормализатор группыG. На основании теоремы 1.1
все G-главные факторы группы GF F-эксцентральны в G.

Пусть
1 = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = GF (1)

— некоторый G-главный ряд подгруппы GF. Ввиду леммы 2.9 F-нормализатор
F изолирует все факторы ряда (1), т. е. F ∩Hi ⊆ Hi−1 для всех i = 1, 2, . . . , n.
Отсюда следует, что

F ∩GF = F ∩Hn ⊆ F ∩Hn−1 ⊆ · · · ⊆ F ∩H0 = 1,

т. е. F ∩ GF = 1. Кроме того, из определения F-нормализатора вытекает, что
справедливо равенство FGF = G. Значит, F-нормализатор F является допол-
нением к GF в группе G. Теорема доказана.

5. Следствия

На основании индукции по числу K-F-субнормальных подгрупп, порожда-
ющих группу G, имеем

Следствие 5.1. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — K- F-субнормальные под-
группы группы G;

2) для некоторого простого числа p и каждого i = 1, 2, . . . , n силовские
p-подгруппы из AF

i абелевы.
Тогда F-корадикал GF группы G не содержит G-главных F-центральных

pd-факторов.
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Следствие 5.2. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — K-F-субнормальные подгруп-
пы группы G;

2) для любого простого числа p ∈ π(F) и каждого i = 1, 2, . . . , n силовские
p-подгруппы из AF

i абелевы.
Если подгруппа AF

i π(F)-разрешима для любого i = 1, 2, . . . , n, то каждый
F-нормализатор группы G является дополнением F-корадикала GF в группе G.

В качестве следствий теорем 1.1 и 1.2 приведем два частных результата.

Следствие 5.3. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — K-F-субнормальные подгруп-
пы группы G;

2) для каждого i = 1, 2, . . . , n подгруппа AF
i абелева.

Тогда F-корадикал GF группы G не содержит G-главных F-центральных
факторов.

Следствие 5.4. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — K-F-субнормальные подгруп-
пы группы G;

2) для каждого числа i = 1, 2, . . . , n подгруппа AF
i абелева.

Тогда каждый F-нормализатор группы G является дополнением F-коради-
кала GF в группе G.

Как отмечено выше, субнормальные и F-субнормальные подгруппы K-F-
субнормальны для любой формации F.

Следствие 5.5. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — субнормальные подгруппы
группы G;

2) для любого простого числа p ∈ π(F) и каждого i = 1, 2, . . . , n силовские
p-подгруппы из AF

i абелевы.
Если подгруппа AF

i π(F)-разрешима для любого i = 1, 2, . . . , n, то каждый
F-нормализатор группы G является дополнением F-корадикала GF в группе G.

Следствие 5.6. Пусть F — GWP -формация и G — группа, обладающая
следующими свойствами:

1) G = 〈A1, A2, . . . , An〉, где A1, A2, . . . , An — F-субнормальные подгруппы
группы G;

2) для любого простого числа p ∈ π(F) и каждого i = 1, 2, . . . , n силовские
p-подгруппы из AF

i абелевы.
Если подгруппа AF

i π(F)-разрешима для любого i = 1, 2, . . . , n, то каждый
F-нормализатор группы G является дополнением F-корадикала GF в группе G.
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