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О σ–СУБНОРМАЛЬНЫХ

ПОДГРУППАХ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

С. Ф. Каморников, В. Н. Тютянов

Аннотация. Для простого числа p и разбиения σ = {{p}, {p}′} множества P всех
простых чисел доказывается следующая гипотеза А. Н. Скибы: если каждое полное
холлово множество типа σ конечной группы G редуцируется в некоторую подгруппу
H из G, то подгруппа H σ-субнормальна в G.
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1. Введение

Отвечая на вопрос Кегеля [1] и Виландта [2], Кляйдман в [3] доказал, что
подгруппа H конечной группы G субнормальна в G, если H ∩ P — силовская
p-подгруппа из H для любой силовской p-подгруппы P группы G и любого
простого числа p.

Отмеченный результат инициировал соответствующий вопрос для σ-суб-
нормальных подгрупп конечной группы, поставленный А. Н. Скибой в [4] под
номером 19.86 (см. также вопрос 7.2 из [5]).

Проблема 1. Пусть σ = {σi | i ∈ I} — разбиение множества P всех про-
стых чисел и G — конечная группа, обладающая холловой σi-подгруппой для
каждого i ∈ I. Пусть H — подгруппа группы G такая, что H ∩ Si — холлова
σi-подгруппа из H для любого i ∈ I и всякой холловой σi-подгруппы Si группы
G. Верно ли, что H является σ-субнормальной подгруппой в G?

Концепция σ-субнормальной подгруппы, развивающая идею субнормаль-
ной подгруппы из [6], предложена А. Н. Скибой в [7]. Эта концепция базируется
на следующих определениях.

Пусть P — множество всех простых чисел, π ⊆ P и π′ = P \ π. Если n —
натуральное число, то через π(n) обозначается множество всех простых чи-
сел, делящих n; в частности, π(G) = π(|G|) — множество всех простых чисел,
делящих порядок |G| группы G. Далее всегда σ — некоторое разбиение множе-
ства P на попарно не пересекающиеся подмножества σi (i ∈ I), т. е. P =

⋃
i∈I

σi и

σi∩σj = ∅ для всех i 6= j. Следуя [8], будем говорить, что группа G σ-примарна,
если G является σi-группой для некоторого i ∈ I.
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Подгруппа H группы G называется σ-субнормальной, если существует цепь
подгрупп

H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G

такая, что для каждого i = 1, 2, . . . , n либо подгруппа Hi−1 нормальна в Hi, либо
группа Hi/CoreHi(Hi−1) σ-примарна. Понятно, что подгруппа H субнормальна
в G тогда и только тогда, когда она σ-субнормальна в G для минимального
разложения σ = {{2}, {3}, {5}, . . . }.

Следующая проблема 2 является более общей по сравнению с проблемой 1.
Это связано с существованием групп, обладающих несколькими классами со-
пряженных холловых подгрупп.

Следуя [8], будем говорить, что система � = {S1, S2, . . . , Sk} σ-примарных
холловых подгрупп группы G является полным холловым множеством типа
σ группы G, если выполняются следующие условия:

1) (|Si|, |Sj |) = 1 для всех i 6= j ∈ {1, 2, . . . , k};
2) π(G) = π(S1) ∪ π(S2) ∪ · · · ∪ π(Sk).
Если � = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ группы G,

то, очевидно, система �g =
{
Sg1 , S

g
2 , . . . , S

g
k

}
также является полным холловым

множеством типа σ группы G для любого элемента g ∈ G. Группа G называется
σ-полной, если она обладает по крайней мере одним полным холловым множе-
ством типа σ (понятно, что для некоторых разбиений σ существуют группы,
для которых множество всех полных холловых множеств типа σ пустое).

Будем говорить, что полное холлово множество � типа σ группы G редуци-
руется в подгруппу H группы G, если H ∩Si — холлова σi-подгруппа из H для
любого i = 1, 2, . . . , k (возможно, что H ∩ Si = 1 для некоторых i = 1, 2, . . . , k).

Проблема 2. Пусть σ — разбиение множества P всех простых чисел и
� = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ конечной группы G.
Пусть H — подгруппа из G такая, что �g редуцируется в H для любого элемента
g ∈ G. Верно ли, что H является σ-субнормальной подгруппой в G?

Если в проблеме 1 требуется, чтобы любое полное холлово множество �
типа σ группы G редуцировалось в подгруппу H группы G, то в проблеме 2
речь идет только о полных холловых множествах �g (g ∈ G) для некоторого
заданного полного холлового множества � группы G. Поэтому положительное
решение проблемы 2 всегда приводит к решению проблемы 1.

В данной работе проблемы 1 и 2 решаются для разбиения σ = {{p}, {p}′},
где p — простое число. Наша главная цель — доказательство следующей теоре-
мы.

Теорема 1.1. Пусть p — простое число, σ = {{p}, {p}′} и � — полное
холлово множество типа σ конечной группы G. Если H — подгруппа из G
такая, что �g редуцируется в H для любого g ∈ G, то H σ-субнормальна в G.

Ключом к доказательству теоремы 1.1 являются лемма 2.4, устанавливаю-
щая строение минимального контрпримера к проблеме 2 для любого разбиения
σ, а также теорема Л. С. Казарина [9], описывающая простые неабелевы груп-
пы, которые содержат холлову p′-подгруппу.

2. Определения и предварительные результаты

В данной работе рассматриваются только конечные группы, используются
определения и обозначения, принятые в [10]. Что касается терминологии теории
σ-субнормальных подгрупп, то мы отсылаем читателя к [7, 8].
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Будем использовать следующие обозначения:
— если π — некоторое множество простых чисел, то Hallπ(G) — множество

всех холловых π-подгрупп группы G;
— если � = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ группы G и

N — нормальная подгруппа группыG, то �N/N = {S1N/N,S2N/N, . . . , SkN/N};
— если n — натуральное число, то σ(n) = {σi ∩ π(n) | i ∈ I, σi ∩ π(n) 6= ∅};
— σ(G) = σ(|G|).
Основные свойства σ-субнормальных подгрупп приведем в виде лемм, до-

казательство которых осуществляется простой проверкой.

Лемма 2.1. Пусть H и N — подгруппы группы G, причем подгруппа N
нормальна в G. Тогда

(1) если подгруппа H σ-субнормальна в G, то подгруппа HN/N σ-субнор-
мальна в G/N ;

(2) если N ⊆ H, то подгруппа H σ-субнормальна в G тогда и только тогда,
когда подгруппа H/N σ-субнормальна в G/N .

Лемма 2.2. Пусть H и K — подгруппы группы G, причем подгруппа H
σ-субнормальна в G. Тогда

(1) если K ⊆ H и подгруппа K σ-субнормальна в H, то K σ-субнормальна
в G;

(2) подгруппа K ∩H σ-субнормальна в K;
(3) если H ⊆ K, то H σ-субнормальна в K.
Следуя [8], будем говорить, что группа G σ-нильпотентна (или σ-раз-

ложима), если G является прямым произведением некоторых σ-примарных
групп, т. е. группа G представима в виде прямого произведения своих хол-
ловых σi-подгрупп для некоторых i ∈ I.

Простая проверка показывает, что класс Nσ всех σ-нильпотентных групп
является наследственной формацией Фиттинга. Отсюда, в частности, следует,
что в любой группе G существует наименьшая нормальная подгруппа, фактор-
группа по которой σ-нильпотентна. Эта подгруппа обозначается через GNσ и
называется σ-нильпотентным корадикалом (или Nσ-корадикалом) группы G.

Лемма 2.3. Подгруппа H σ-субнормальна в G, если выполняется хотя бы
одно из следующих условий:

(1) группа G σ-нильпотентна;
(2) GNσ ⊆ H;
(3) |σ(G)| = 1.
Пусть H — подгруппа σ-полной группы G, σ(G) = {σ1, σ2, . . . , σk} и � =

{S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ группы G. Будем гово-
рить, что пара (G,H) является контрпримером к проблеме 2, если для любого
g ∈ G полное холлово множество �g редуцируется в H, но подгруппа H не
σ-субнормальна в G. Если при этом пара (G,H) такова, что сумма |G| + |H|
минимальна, то контрпример (G,H) будем называть минимальным контрпри-
мером к проблеме 2.

Лемма 2.4. Пусть σ = {σi | i ∈ I} — разбиение множества P всех простых
чисел. Если (G,H) — минимальный контрпример к проблеме 2, то G и H —
простые неабелевы группы.

Доказательство. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа груп-
пы G и � = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ группы G.
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Ввиду леммы 2.3 k = |σ(G)| ≥ 2. По условию леммы H ∩ Sgi является холловой
σi-подгруппой в H для любого g ∈ G и каждого i = 1, 2, . . . , k. Так как N E G,
то N ∩Sgi E Sgi и N ∩Sgi — холлова σi-подгруппа в N . Отсюда легко заключить,
что Sgi ∩HN — холлова σi-подгруппа в HN . Теперь из равенства

SgiN/N ∩HN/N =
(
Sgi ∩HN

)
N/N

следует, что SgiN/N ∩HN/N — холлова σi-подгруппа в HN/N . Таким образом,
полное холлово множество �gN/N типа σ группы G/N редуцируется в HN/N
для любого элемента g ∈ G. Отсюда в силу минимальности контрпримера под-
группа HN/N σ-субнормальна в G/N . Но тогда ввиду леммы 2.1 HN является
σ-субнормальной подгруппой группы G. Поэтому N не содержится в H, в част-
ности, CoreG(H) = 1. Ясно, что H ∩ Sxi — холлова σi-подгруппа в H для всех
x ∈ HN и система

{
HN∩Sx1 ,HN∩Sx2 , . . . ,HN∩Sxk

}
является полным холловым

множеством типа σ группы HN , которое редуцируется в H. Если |HN | < |G|,
то в силу минимальности контрпримера подгруппа H σ-субнормальна в HN .
Тогда ввиду леммы 2.2 H является σ-субнормальной подгруппой группы G, что
противоречит допущению.

Таким образом, полагаем далее, что G = HN .
Пусть сначала N — элементарная абелева p-подгруппа для некоторого p ∈

π(G). Тогда индекс |G : H| — степень числа p. Отсюда и из k ≥ 2 следует, что
найдется множество σi ∈ σ, для которого σi ∩ π(G) ∈ σ(G) и p /∈ σi. Тогда H
содержит всякую холлову σi-подгруппу Sgi для всякого g ∈ G, причем Sgi 6= 1.
Поэтому

〈
Sgi | g ∈ G

〉
⊆ H. Так как 1 6=

〈
Sgi | g ∈ G

〉
E G, то CoreG(H) 6= 1.

Последнее невозможно.
Следовательно, N является прямым произведением изоморфных простых

неабелевых групп. Обозначим K = H ∩N . Очевидно, K E H. Поэтому полное
холлово множество �g типа σ группы G редуцируется в K для любого элемен-
та g ∈ G. Таким образом, пара (G,K) удовлетворяет условию леммы. Если
K = H, то G = N — простая неабелева группа. Значит, K 6= H. Поэтому в
силу минимальности контрпримера подгруппа K σ-субнормальна в G. Но тогда
ввиду леммы 2.2 подгруппа K σ-субнормальна в N . Значит, существует цепь
подгрупп

K = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn−1 ⊆ Kn = N

такая, что для каждого i = 1, 2, . . . , n либо подгруппа Ki−1 нормальна в Ki,
либо группа Ki/CoreKi(Ki−1) σ-примарна.

Предположим, что K 6= 1, и рассмотрим три возможных случая.
Случай 1. Пусть N является простой неабелевой группой. Тогда подгруп-

па Kn−1 не нормальна в N . Значит, N/CoreN (Kn−1) = N/1 = N — σi-группа
для некоторого i ∈ {1, . . . , k}. Так как G = HN и k ≥ 2, то для всех g ∈ G
подгруппа H содержит все холловы σj-подгруппы Sgj (j 6= i). Следовательно,
CoreG(H) 6= 1, что невозможно.

Случай 2. Пусть N = N1 ×N2, где N1 и N2 — изоморфные простые груп-
пы. Если подгруппа Kn−1 не нормальна в N , то N/CoreN (Kn−1) — σi-группа
для некоторого i = 1, 2, . . . , k. Очевидно, что либо CoreN (Kn−1) = 1, либо
CoreN (Kn−1) ∈ {N1, N2}. Если CoreN (Kn−1) = 1, то N/CoreN (Kn−1) = N — σi-
группа. Если CoreN (Kn−1) ∈ {N1, N2}, то ввиду изоморфизма N/CoreN (Kn−1)
' N1 подгруппа N1 является σi-группой, откуда следует, что и N является σi-
группой. Далее, как и в случае, когда N — простая неабелева группа, приходим
к противоречию с тем, что CoreG(H) 6= 1.
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Если подгруппа Kn−1 нормальна в N , то Kn−1 ∈ {N1, N2}, т. е. Kn−1 —
простая неабелева группа. Если K ⊂ Kn−1, то, как и в случае 1, приходим
к противоречию. Следовательно, Kn−1 = K. Тогда K = H ∩ N E N и K =
H ∩ N E H. Поэтому K E 〈N,H〉 = HN = G. Отсюда и из K ⊆ H имеем
CoreG(H) 6= 1. Снова пришли к противоречию.

Случай 3. Пусть N = N1 × N2 × · · · × Nt, где t ≥ 3 и N1, N2, . . . , Nt —
изоморфные простые группы. Используя индукцию по t, как и в случаях 1 и 2,
приходим к тому, что либо N — σ-примарная группа, либо CoreG(H) 6= 1. Это
противоречит доказанному ранее.

Таким образом, K = H ∩ N = 1, а значит, G = N h H — полупрямое
произведение подгрупп N и H. Если Si ∈ �, то Si = Ñ h H̃, где Ñ ∈ Hallσi(N),
H̃ ∈ Hallσi(H). Рассмотрим группу N h H̃, содержащую Si. По условию леммы
для всех x ∈ NH̃ пересечения H∩Sxi являются холловыми σi-подгруппами в H.
Отсюда Sxi ∩H ⊆ NH̃∩H = (N ∩H)H̃ = H̃. Следовательно, Sxi ∩H = H̃, откуда
получим, что H̃ ⊆ Sxi для всех x ∈ NH̃. Значит, H̃ ⊆ Oσi(NH̃). Если Oσi(N) 6=
1, то N является σi-группой. Последнее, как показывалось выше, невозможно.
Поэтому Oσi(N) = 1 и холлова σi-подгруппа H̃ группы H централизует N . Так
как это верно для всякого i ∈ {1, . . . , k}, то G = N×H и H E G, что невозможно.
Таким образом, G является простой неабелевой группой.

Покажем, что подгруппа H простая. Предположим, что она содержит соб-
ственную нормальную подгруппу L 6= 1. Очевидно, что пара (G,L) удовлетво-
ряет условию леммы. Так как |G|+ |L| < |G|+ |H|, подгруппа L σ-субнормальна
в G. Это означает, что существует цепь подгрупп

L = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln−1 ⊆ Ln = G

такая, что для каждого i = 1, 2, . . . , n либо подгруппа Li−1 нормальна в Li, либо
группа Li/CoreLi(Li−1) σ-примарна. Отсюда и из простоты группы G следует,
что G является σi-группой для некоторого i ∈ {1, . . . , k}. Так как k ≥ 2, это
невозможно. Следовательно, H — простая неабелева группа. Лемма доказана.

Замечание. Как следует из [3], структура минимального контрпримера к
гипотезе Кегеля — Виландта такая же, как в лемме 2.4, т. е. G и H являются
простыми неабелевыми группами.

Следствием простоты группы G из минимального контрпримера к пробле-
ме 2 является

Лемма 2.5. Пусть (G,H) — минимальный контрпример к проблеме 2 и
σ(G) = {σ1, σ2, . . . , σk}. Тогда π(H) * σi для любого i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Дополнительную информацию о строении минимального контрпримера к
проблеме 2 дает следующее предложение, имеющее самостоятельное значение.
Отметим только, что если H — подгруппа группы G и p — простое число,
то согласно [12] запись H ≤p G обозначает тот факт, что подгруппа H p-
субнормальна в G, т. е. для любой силовской p-подгруппы P группы G пе-
ресечение P ∩H является силовской p-подгруппой в H.

Предложение 2.6. Для любого разложения σ группа G из минимального
контрпримера (G,H) к проблеме 2 не может быть знакопеременной группой.

Доказательство. Предположим, что G ' An, n ≥ 5. Так как H — про-
стая неабелева группа, то n ≥ 6. Ввиду [11] группа G является σ-полной для
отличного от минимального разложения σ в том и только в том случае, когда
либо n = p — простое число, либо n = 8.
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Пусть n = 8. Тогда G имеет холлову {2, 3}-подгруппу и является σ-полной
только для тех отличных от минимального разложений σ, для которых σ(G) =
{{2, 3}, {5}, {7}}. Так как H является простой неабелевой группой, то π(H)
содержит хотя бы одно из чисел 5 или 7. Пусть 5 ∈ π(H). Тогда H ≤5 G и
по теореме 1.4 из [12] n = s· 5a > 5, где 1 ≤ s < 5. Поскольку n = 8, это
невозможно. Аналогично показывается, что случай, когда 7 ∈ π(H), также
невозможен.

Пусть n = 7. Тогда G является σ-полной только для тех отличных от
минимального разложений σ, для которых либо σ(G) = {{2, 3}, {5}, {7}}, либо
σ(G) = {{2, 3, 5}, {7}}. Первый случай исключается, как и при n = 8. Во втором
случае ввиду леммы 2.5 имеем 7 ∈ π(H) и H ≤7 G. Тогда по теореме 1.4 из [12]
7 = s· 5a > 7, где 1 ≤ s < 7, что невозможно.

Если n = p ≥ 11, то G является σ-полной только для тех отличных от
минимального разложений σ, для которых σ(G) = {π((p− 1)!), {p}}. Очевидно,
p ∈ π(H) и H ≤p G. По теореме 1.4 из [12] p = s· pa > p, где 1 ≤ s < p, что
невозможно. Предложение доказано.

Понадобится также следующий теоретико-числовой результат из [13], уста-
навливающий, что если a и b — натуральные числа такие, что a ≥ 2, b ≥ 3 и
(a, b) 6= (2, 6), то найдется простое число r, которое делит ab − 1, но не делит
al − 1 для всех l = 1, 2, . . . , b − 1. Такое число r называется примитивным по
отношению к паре (a, b).

3. Доказательство теоремы 1.1

Пусть (G,H) — минимальный контрпример. Тогда ввиду леммы 2.4 G и
H — простые неабелевы группы. Так как группа G σ-полная, она обладает хол-
ловой p′-подгруппой M . Ввиду теоремы 7 из [9] возможен один из следующих
случаев:

(a) G = Ap и M ' Ap−1;
(b) G = PSLn(q), где q = rm, m ≥ 1, r — простое число и M — параболи-

ческая подгруппа в G; при этом |G : M | = (qn − 1)/(q − 1) = pk и n — простое
число;

(c) G = PSL2(11), p = 11 и M ' A5;
(d) G = M11, p = 11 и M 'M10;
(e) G = M23, p = 23 и M 'M22.
Ввиду предложения 2.6 знакопеременная группа Ap не может быть контр-

примером к проблеме 2.
Рассмотрим случай (b). Пусть сначала n ≥ 3. Если (q, n) 6= (2, 6), то

найдется простое число t, примитивное по отношению к паре (q, n). По теореме
Ферма t ≥ n + 1 и, следовательно, t ≥ 5. Поскольку M — параболическая
подгруппа, (|M |, t) = 1. Из леммы 2.5 следует, что H ≤t G. Данный случай
исключается теоремой 1.4 из [12]. Таким образом, (q, n) = (2, 6) и G = SL6(2).
Так как число 6 не является простым, группа G = SL6(2) не удовлетворяет
условию (b).

Следовательно, G = PSL2(q), где q+1 = pk. Ввиду леммы 1.2 из [13] могут
иметь место только следующие случаи.

Пусть сначала r = 2. Тогда 2m + 1 = pk. Возможны два случая.
(1) k = 1 и p — простое число Ферма, где m — степень числа 2. Тогда при

m = 2 имеем G = PSL2(22) ' A5. Данный случай был рассмотрен выше. При
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m = 22 = 4 получаем p = 17. По лемме 2.5 H ≤t G, где t ≥ 17. Этот случай
невозможен, так как исключается теоремой 1.4 из [12].

(2) m = 3, p = 3, k = 2 и G = PSL2(9). Так как число 9+1 = 10 не является
степенью простого числа, этот случай также невозможен.

Таким образом, r — нечетное простое число и rm + 1 = 2k. В этом случае
m = 1 и r = 2k−1 — простое число Мерсенна. Так как G = PSL2(r), то H ' A5
(если такая подгруппа существует). Поскольку σ = {σ1, σ2}, где σ2 = {2}, то
A5 содержит подгруппу порядка 15, что невозможно.

Анализ случаев (c), (d) и (e) показывает, что ввиду леммы 2.5 и теоремы 1.4
из [12] они невозможны. Теорема доказана.
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