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Аннотация. Пусть π — некоторое множество простых чисел и H — π-префратти-
ниева подгруппа конечной разрешимой группы G. Доказывается, что существуют
элементы x, y, z ∈ G, для которых выполняется равенство H∩Hx∩Hy∩Hz = �π(G).
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1. Введение

В [1] показано, что если F — насыщенная формация, H — F-префраттиниева
подгруппа конечной разрешимой группы G и �F(G) — пересечение всех F-аб-
нормальных максимальных подгрупп из G, то справедливы следующие утвер-
ждения:

1) H ∩Hx ∩Hy ∩Hz = �F(G) для некоторых x, y и z из G;
2) если либо группа G является S4-свободной, либо формация F состоит из

S3-свободных групп, то H ∩Hx ∩Hy = �F(G) для некоторых x и y из G.
Частные аспекты этого результата рассматривались в [2] (F — формация

единичных групп, �F(G) = �(G) — подгруппа Фраттини группы G) и [3] (F —
формация всех нильпотентных групп, �F(G) = �(G) — подгруппа Гашюца
группы G, т. е. пересечение всех абнормальных максимальных подгрупп груп-
пы G).

Поскольку �F(G) = CoreG(H) =
⋂
x∈G

Hx для любой F-префраттиниевой

подгруппы H группы G, по сути, речь идет о возможности представления ядра
F-префраттиниевой подгруппы в виде пересечения ограниченного числа (трех
или четырех) сопряженных с ней подгрупп.

Отметим, что постановка такой задачи инициирована центральными ре-
зультатами из [4–7]. В [4] Пассман доказал, что в каждой p-разрешимой груп-
пе G найдутся три силовские p-подгруппы, пересечение которых равно Op(G).
В. И. Зенков в [5] установил, что аналогичный результат имеет место в лю-
бой конечной группе. В [6] Долфи доказал, что если 2 /∈ π, то в каждой π-
разрешимой группе G найдутся три холловы π-подгруппы, пересечение кото-
рых равно Oπ(G). Позже в [7] установлено, что если H — холлова π-подгруппа
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π-разрешимой группы G, то H ∩Hx ∩Hy = Oπ(G) для некоторых элементов x
и y из G (см. также [8]).

В данной работе приведенный результат об F-префраттиниевых подгруп-
пах конечной разрешимой группы G распространяется на ее π-префраттиниевы
подгруппы. Отметим, что в общем случае множество всех π-префраттиниевых
подгрупп группы G не совпадает с множеством всех ее F-префраттиниевых под-
групп (это показывается в разд. 5).

Пусть π — некоторое множество простых чисел и �π(G) — пересечение всех
максимальных подгрупп группы G, индексы которых не делятся на числа из π.
Наша главная цель — доказательство следующей теоремы.

Теорема. Пусть π — некоторое множество простых чисел. Если H —
π-префраттиниева подгруппа конечной разрешимой группы G, то справедли-
вы следующие утверждения:

1) H ∩Hx ∩Hy ∩Hz = �π(G) для некоторых элементов x, y и z из G;
2) если группа G является S4-свободной, то H ∩ Hx ∩ Hy = �π(G) для

некоторых элементов x и y из G;
3) если 2 /∈ π и 3 /∈ π, то H ∩Hx ∩Hy = �π(G) для некоторых элементов x

и y из G.

2. Предварительные результаты

Далее в работе под группой всегда понимается конечная разрешимая груп-
па. Используются определения и обозначения, принятые в [9].

Концепция префраттиниевой подгруппы предложена Гашюцем [10] в 1962 г.
В оригинальном изложении префраттиниева подгруппа определяется как пе-
ресечение дополнений корон всех дополняемых главных факторов некоторого
фиксированного главного ряда группы. Такой подход в дальнейшем широко
исследовался и многократно обобщался. Наиболее яркое развитие он полу-
чил в работе Хоукса [11], который для насыщенной формации F ввел понятие
F-префраттиниевой подгруппы, рассматривая дополнения корон не всех допол-
няемых главных факторов, а лишь F-эксцентральных.

Отметим, что известны подходы (см., например, [12–14]), не использую-
щие понятие короны дополняемого главного фактора. Один из таких подходов,
рассматривающий обобщенно префраттиниеву подгруппу группы G как пересе-
чение некоторых ее максимальных подгрупп, мы используем при определении
π-префраттиниевой подгруппы.

Определение 2.1. Пусть π — некоторое множество простых чисел,
1 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = G

— главный ряд группы G и {Ai/Ai−1 | i ∈ I} — множество всех дополняемых
главных π′-факторов этого ряда. Пусть Mi (i ∈ I) — максимальная подгруп-
па группы G, которая дополняет главный фактор Ai/Ai−1. Тогда подгруппа⋂
i∈I

Mi называется π-префраттиниевой подгруппой группы G (если в G нет до-

полняемых главных π′-факторов, то π-префраттиниевой подгруппой группы G
считается сама группа G).

Проверка показывает, что определение π-префраттиниевой подгруппы кор-
ректно: оно не зависит от выбора главного ряда группы. Из определения сле-
дует также, что π-префраттиниева подгруппа существует в любой группе.

Далее понадобится информация о свойствах подгруппы �π(G). Доказа-
тельство следующей леммы осуществляется простой проверкой.
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Лемма 2.1. Для любой группы G и любого множества π простых чисел
справедливы следующие утверждения:

1) Oπ(G) ⊆ �π(G) и �π(G)/Oπ(G) = �(G/Oπ(G));
2) если N / G, то �π(G)N/N ⊆ �π(G/N);
3) если N / G и N ⊆ �π(G), то �π(G)N/N = �π(G/N);
4) �π(G/�π(G)) = 1.
Основные свойства π-префраттиниевых подгрупп приведем в виде лемм.

Напомним только, что если H — подгруппа группы G и A/B — ее нормальная
секция, то говорят, что

— H покрывает A/B, если HB ⊇ A;
— H изолирует A/B, если H ∩A ⊆ B.

Лемма 2.2 [15, теорема 2]. Пусть H — π-префраттиниева подгруппа груп-
пы G. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если N / G, то HN/N — π-префраттиниева подгруппа группы G/N ;
2) H покрывает все главные π-факторы и все фраттиниевы главные фак-

торы группы G;
3) H изолирует все дополняемые главные π′-факторы группы G;
4) CoreG(H) = �π(G);
5) любые две π-префраттиниевы подгруппы группы G сопряжены.

Лемма 2.3. Пусть N — минимальная нормальная π′-подгруппа группы G.
Если M — максимальная подгруппа группы G, дополняющая N , то каждая
π-префраттиниева подгруппа из M является π-префраттиниевой подгруппой
группы G.

Доказательство. Пусть H — π-префраттиниева подгруппа из M . Пусть
1 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = M — главный ряд группы M и {Ai/Ai−1 | i ∈ I} —
множество всех дополняемых главных π′-факторов этого ряда. По определе-
нию 2.1 H =

⋂
i∈I

Mi, где Mi (i ∈ I) — максимальная подгруппа группы M ,

которая дополняет главный π′-фактор Ai/Ai−1.
Рассмотрим нормальный ряд

1 ⊂ N = A0N ⊂ A1N ⊂ · · · ⊂ AnN = MN = G (1)

группы G. Так как

AjN/Aj−1N ∼= Aj/Aj ∩Aj−1N = Aj/Aj−1(Aj ∩N) = Aj/Aj−1

для каждого j ∈ {1, 2, . . . , n}, этот ряд является главным рядом группы G.
Поскольку отображение α : mN 7→ m является изоморфизмом групп G/N и M ,
фактор AjN/Aj−1N является π′-фактором тогда и только тогда, когда фактор
Aj/Aj−1 является π′-фактором. Поэтому в ряду (1) π′-факторами будут только
факторы N и AjN/Aj−1N для всех j ∈ I, причем все эти факторы дополняемы:
подгруппа N дополняется подгруппой M по условию, а дополнением к главному
фактору AjN/Aj−1N (j ∈ I) является подгруппа MjN .

Отсюда следует, что M ∩
( ⋂
i∈I

MiN
)

— π-префраттиниева подгруппа груп-

пы G. Очевидно, что

H =
⋂
i∈I

Mi ⊆M ∩
(⋂
i∈I

MiN
)
.
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Так как по лемме 2.2 подгруппы H и M∩
( ⋂
i∈I

MiN
)

изолируют все дополняемые

главные π′-факторы ряда (1) и покрывают все его остальные главные факторы,
ввиду леммы А.1.7 из [9] имеем |H| =

∣∣M ∩
( ⋂
i∈I

MiN
)∣∣. Отсюда и из H ⊆

M ∩
( ⋂
i∈I

MiN
)

следует, что H = M ∩
( ⋂
i∈I

MiN
)
, т. е. H — π-префраттиниева

подгруппа группы G. Лемма доказана.

Лемма 2.4. Пусть N — нормальная π′-подгруппа группы G, содержаща-
яся в Soc(G). Если H — подгруппа группы G такая, что G = HN и H ∩N = 1,
то �π(G) = C�π(G)(N).

Доказательство. Пусть T — пересечение всех максимальных подгрупп
группы G, которые содержат N и индексы которых не делятся на числа из π.
Тогда �π(G) ⊆ T и T/N = �π(G/N). Ввиду естественного изоморфизма H ∼=
HN/N = G/N имеем �π(G/N) = �π(H)N/N . Теперь из �π(G)N/N ⊆ �π(G/N)
следует включение �π(G) ⊆ �π(H)N .

Пусть W — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся
в N . Тогда N = W ×W ∗, где W ∗ — нормальная подгруппа группы G. Так как
подгруппа W дополняема в G максимальной подгруппой W ∗H, индекс которой
не делится на числа из π, то �π(G) ∩N = 1. Следовательно,

�π(G) ⊆ CG(N) ∩ �π(H)N = (CG(N) ∩ �π(H))N = C�π(H)(N)×N.

Пусть K = C�π(H)(N). Ясно, что NG(K) ⊇ 〈H,N〉 = G, т. е. K — нор-
мальная подгруппа группы G. Предположим, что найдется не содержащая K
максимальная подгруппа M группы G, индекс которой не делится на числа
из π. В этом случае KM = G. Если N ⊆ M , то M/N — максимальная под-
группа группы G/N , а значит, M ∩ H — максимальная подгруппа группы H.
Кроме того, индекс |H : M ∩H| = |G : M | не делится на числа из π. Но тогда
K ⊆ �π(H) ⊆M ∩H ⊆M , что противоречит предположению.

Итак, N не содержится в M . Пусть D = M ∩ N . Так как N ⊆ Soc(G),
найдется минимальная нормальная подгруппа V группы G такая, что N = V ×
D. Значит, M и DH — максимальные подгруппы группы G, дополняющие V .
Подгруппы M и DH не сопряжены в G, так как DH содержит нормальную
подгруппу K, а M не содержит K ввиду предположения. Тогда на основании
утверждения А.16.9 из [9] M ∩ DH — максимальная подгруппа группы DH.
Так как M ∩DH = (M ∩H)D, подгруппа M ∩H максимальна в H. Поскольку
MK = G и K ⊆ H, то MH = G. Отсюда |G| = |MH| = |M ||H|/|M ∩ H|,
а значит, |G : M | = |G|/|M | = |H : H ∩M | не делится на числа из π, поэтому
K ⊆ �π(H) ⊆M ∩H ⊆M . Снова пришли к противоречию.

Итак, каждая максимальная подгруппа группы G, индекс которой не де-
лится на числа из π, содержит K, тем самым K ⊆ �π(G). Окончательно имеем
�π(G) = �π(G) ∩NK = (�π(G) ∩N)K = K. Лемма доказана.

Будем опираться на следующие результаты, которые приведем в виде лемм.

Лемма 2.5 [7, теорема 1.4]. ПустьG— разрешимая группа и V — конечный
точный G-модуль. Если V вполне приводим, то существуют такие элементы
v1, v2, v3 ∈ V , для которых справедливо равенство CG(v1)∩CG(v2)∩CG(v3) = 1.

Лемма 2.6 [9, лемма А.16.3]. Пусть G = NH — полупрямое произведе-
ние нормальной подгруппы N и подгруппы H. Тогда справедливы следующие
утверждения:
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1) если n ∈ N , то H ∩Hn = CH(n);
2) CoreG(H) = CH(N).

Лемма 2.7 [1, лемма 21]. Пусть G — разрешимая группа и V — конечный
точный и вполне приводимый G-модуль. Пусть H — подгруппа из G такая, что
полупрямое произведение V H является S4-свободным. Тогда H имеет не менее
двух регулярных орбит на V ⊕ V .

Напомним, что группа называется S4-свободной, если она не имеет секций,
изоморфных симметрической группе степени 4.

3. Минимальный контрпример

Пусть H и K — подгруппы группы G, причем K = CoreG(H). Следуя [1],
будем говорить, что тройка (G,H,K) является k-сопряженной системой, если
в G существуют такие элементы g1, g2, . . . , gk, что K = Hg1 ∩Hg2 ∩ · · · ∩Hgk .

Пусть π — некоторое множество простых чисел, H — π-префраттиниева
подгруппа группы G. Полагаем далее, что G — группа наименьшего порядка,
для которой тройка (G,H,�π(G)) не является k-сопряженной системой. Тогда

3.1. �π(G) = 1. В частности, �(G) = 1.
Сначала предположим, что �π(G) 6= 1. Тогда H�π(G)/�π(G) — π-префрат-

тиниева подгруппа группы G/�π(G) ввиду леммы 2.2. Так как |G/�π(G)| < |G|,
то (G/�π(G),H�π(G)/�π(G), �π(G/�π(G)) — k-сопряженная система. Кроме
того, из свойств подгруппы �π(G) 6= 1 (лемма 2.1) следует, что �π(G/�π(G)) =
1. Поэтому тройка (G,H,�π(G)) является k-сопряженной системой. Пришли к
противоречию. Следовательно, утверждение 3.1 верно.

3.2. Существуют минимальная нормальная подгруппа N и максимальная
подгруппа M такие, что G = MN , M ∩N = 1 и тройка (M,H,�π(M)) является
k-сопряженной системой.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Так как �π(G)
= 1, то Oπ(G) = 1 и �(G) = 1. Поэтому из разрешимости группы G име-
ем, что N — дополняемая π′-подгруппа группы G, а значит, существует такая
максимальная подгруппа M группы G, что G = MN и M ∩ N = 1. Ввиду
леммы 2.3 можно полагать, что H ⊆ M . В силу выбора группы G тройка
(M,H,�π(M)) является k-сопряженной системой. Следовательно, в M най-
дутся элементы m1,m2, . . . ,mk, для которых выполняется равенство �π(M) =
Hm1 ∩Hm2 ∩ · · · ∩Hmk .

3.3. Подгруппа N является точным вполне приводимым �π(M)-модулем
над полем Fp из p элементов. В частности, Core�π(M)N (�π(M)) = 1.

Очевидно, что N — неприводимый M -модуль над полем Fp. По теореме
Клиффорда (см. [9, теорема В.7.3]) N является вполне приводимым �π(M)-
модулем. Ввиду леммы 2.4 и утверждения 3.1 имеет место равенство CG(N) = 1.
Поэтому �π(M)-модуль N точный. Отсюда Core�π(M)N (�π(M)) = 1.

3.4. Тройка (�π(M)N,�π(M), 1) не является k-сопряженной системой.
Предположим, что тройка (�π(M)N,�π(M), 1) является k-сопряженной си-

стемой. Тогда по определению найдутся элементы h1, h2, . . . , hk из �π(M)N та-

кие, что
k⋂
i=1

(�π(M))hi = 1. Так как элемент hi представим в виде hi = fini



О характеризации ядра π-префраттиниевой подгруппы 79

для некоторых fi ∈ �π(M) и ni ∈ N (i = 1, 2, . . . , k), справедливо равенство
k⋂
i=1

(�π(M))ni = 1.

Рассмотрим подгруппу D =
k⋂
i=1

Hmini . Ввиду леммы Фраттини имеем

D ⊆
k⋂
i=1

HminiN =
k⋂
i=1

HmiN =

(
k⋂
i=1

Hmi

)
N = �π(M)N,

откуда

D = D ∩ �π(M)N =
k⋂
i=1

Hmini ∩ �π(M)N

=
k⋂
i=1

(Hmi ∩ �π(M)N)ni =
k⋂
i=1

�π(M)ni = 1 = �π(G).

Таким образом, тройка (G,H,�π(G)) является k-сопряженной системой, что
противоречит предположению.

4. Доказательство теоремы

1. Предположим, что утверждение 1 теоремы неверно и G — контрпример
минимального порядка. Тогда если H — π-префраттиниева подгруппа груп-
пы G, то тройка (G,H,�π(G)) не является 4-сопряженной системой. При этом
утверждения 3.1–3.4 имеют место при k = 4. В частности, согласно утверждени-
ям 3.1 и 3.3 �π(G)∩N = 1 и N — точный вполне приводимый �π(M)-модуль над
полем Fp из p элементов. Ввиду леммы 2.5 существуют элементы n1, n2, n3 ∈ N ,
для которых C�π(M)(n1) ∩ C�π(M)(n2) ∩ C�π(M)(n3) = 1. Отсюда по лемме 2.6
имеем

�π(M) ∩ (�π(M))n1 ∩ (�π(M))n2 ∩ (�π(M))n3 = 1.

Тогда тройка (�π(M)N,�π(M), 1) является 4-сопряженной системой, что про-
тиворечит утверждению 3.4 минимального контрпримера. Утверждение 1 тео-
ремы доказано.

2. Предположим, что утверждение 2 теоремы неверно и G — контрпример
минимального порядка. Тогда если H — π-префраттиниева подгруппа груп-
пы G, то тройка (G,H,�π(G)) не является 3-сопряженной системой. При этом
утверждения 3.1–3.4 имеют место при k = 3. В частности, �π(G)∩N = 1 и N —
точный вполне приводимый �π(M)-модуль над полем Fp из p элементов ввиду
утверждений 3.1 и 3.3. Так как группа G является S4-свободной, подгруппа
�π(M)N также S4-свободна. Тогда по лемме 2.7 найдутся элементы n1, n2 ∈ N ,
для которых C�π(M)(n1) ∩ C�π(M)(n2) = 1. Отсюда в силу леммы 2.6 имеем

�π(M) ∩ (�π(M))n1 ∩ (�π(M))n2 = 1.

Тогда тройка (�π(M)N,�π(M), 1) является 3-сопряженной системой, что про-
тиворечит утверждению 3.4 минимального контрпримера. Утверждение 2 тео-
ремы доказано.

3. Как и в утверждении 2, достаточно показать, что подгруппа �π(M)N яв-
ляется S4-свободной. Предположим, что это не так, т. е. в �π(M)N существует
секция A/B, изоморфная S4. Так как N — π′-группа, ввиду леммы 2.1 Oπ(M) —
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холлова π-подгруппа группы �π(M)N и, кроме того, группа �π(M)N/Oπ(M)N
нильпотентна. Пусть F — холлова π′-подгруппа группы �π(M)N . Тогда в силу
изоморфизма

�π(M)N/Oπ(M)N = FOπ(M)N/Oπ(M)N ∼= F/F ∩Oπ(M)N
= F/(F ∩Oπ(M))N = F/N

получаем, что F ∈ N2. Согласно теореме Холла найдется элемент h ∈ �π(M)N
такой, что Fh ∩A — холлова π′-подгруппа группы A. Так как A/B изоморфна
S4, то A = (Fh ∩A)B, откуда имеем

A/B = (Fh ∩A)B/B ∼= (Fh ∩A)/(Fh ∩A) ∩B = (Fh ∩A)/(Fh ∩B),

т. е. секция A/B принадлежит N2; противоречие с тем, что A/B ∼= S4. Следо-
вательно, подгруппа �π(M)N является S4-свободной.

Тогда по лемме 2.7 найдутся элементы n1, n2 ∈ N , для которых C�π(M)(n1)∩
C�π(M)(n2) = 1. Ввиду леммы 2.6 имеем �π(M) ∩ (�π(M))n1 ∩ (�π(M))n2 = 1.
Тогда тройка (�π(M)N,�π(M), 1) является 3-сопряженной системой, что про-
тиворечит утверждению 3.4 минимального контрпримера. Теорема доказана.

5. Пример и следствия

Пример 5.1. Пусть π — некоторое множество простых чисел. Тогда для
любой насыщенной формации F существует группа G, в которой π-префратти-
ниевы подгруппы не являются F-префраттиниевыми.

Предположим, что существует насыщенная формация F, для которой в лю-
бой группе G множество всех π-префраттиниевых подгрупп совпадает с множе-
ством всех ее F-префраттиниевых подгрупп.

Допустим, что π(F) ∩ π′ 6= ∅. Пусть p ∈ π(F) ∩ π′. Так как формация F
насыщенна, группа Zp порядка p принадлежит F. Но тогда F-префраттиниева
подгруппа группы Zp совпадает с Zp, а ее π-префраттиниева подгруппа еди-
нична; противоречие с выбором F. Следовательно, π(F) ∩ π′ = ∅, а значит,
π(F) ⊆ π.

Предположим, что F ⊂ Sπ, где Sπ — формация всех разрешимых π-групп.
Тогда найдется π-группа, не принадлежащая формации F. Пусть G — группа
наименьшего порядка из Sπ \ F. Тогда группа G обладает единственной мини-
мальной нормальной подгруппой N такой, что G/N ∈ F. Так как формация F
насыщенна, N не содержится в �(G). Тогда максимальная подгруппа группы G,
не содержащая N , является ее F-префраттиниевой подгруппой, в то время как
π-префраттиниева подгруппа группы G совпадает с группой G; противоречие.
Следовательно, справедливо равенство F = Sπ.

Пусть p и q — простые числа, причем q /∈ π, а число p принадлежит π. Пусть
U — точный неприводимый Fq[Zp]-модуль над полем Fq, состоящим из q элемен-
тов. Рассмотрим группу H = [U ]Zp. Поскольку Op(H) = 1 и U — единственная
минимальная нормальная подгруппа группы H, по теореме 10.3.В из [9] суще-
ствует точный неприводимый Fp[H]-модуль V над полем Fp. Рассмотрим груп-
пу D = [V ]H = [V ]([U ]Zp). Так как CD(V ) = V и D/V не является π-группой,
минимальная нормальная подгруппа V группы D не будет F-центральной в D.
Поэтому Zp — F-префраттиниева подгруппа группы D. В то же время [V ]Zp
является ее π-префраттиниевой подгруппой. Снова пришли к противоречию.

В случае, когда π = ∅, из утверждения 3 теоремы имеем
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Следствие 5.1 [2]. Для любой конечной разрешимой группы G и любой
ее префраттиниевой подгруппы в G найдутся элементы x и y такие, что H ∩
Hx ∩Hy = �(G).

Следствие 5.2. Пусть π — некоторое множество простых чисел. Тогда
для любой конечной разрешимой группы G и любой ее π-префраттиниевой под-
группы H справедливы следующие утверждения:

1) |H| ≤ 4
√
|G|3|�π(G)|;

2) |H/�π(G)| ≤ |G : H|3.
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