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Рассматриваются только конечные группы. В работе используются стандартные тер-
минология и обозначения из теории групп и графов, которые, если необходимо, могут быть
найдены в [4, 10, 11]. Напомним, что через π(G) обозначается множество всех простых дели-
телей порядка группы G; группой Шмидта называется ненильпотентная группа, все мак-
симальные подгруппы которой нильпотентны; (p, q)-группой Шмидта называется группа
Шмидта G, для которой π(G) = {p, q} и которая имеет нормальную силовскую p-подгруппу;
SylpG — множество всех силовских p-подгрупп группы G.

В настоящее время имеется значительное число работ, в которых каждой конечной
группе ставится в соответствие определенный граф и исследуется связь свойств графа со
свойствами группы (см., например, [1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14]). Это направление восходит
к работе [7] А. Кэли 1878 года. Введённый им граф группы, называемый в настоящее вре-
мя графом Кэли, имеет большое число приложений. Другой яркой иллюстрацией этого на-
правления является проблема П. Эрдеша о графах некоммутативности, решенная Б. Ней-
маном [13] в 1976 году.

Определение 1. (1) Функцию Γ будем называть арифметической графовой функци-
ей, если она каждой группе G ставит в соответствие граф Γ(G) такой, что V (Γ(G)) — под-
множество множества делителей |G| и Γ(1) = ∅. Граф Γ(G) назовем арифметическим.

(2) Графом Γ(X) класса групп X будем называть
⋃
G∈X

Γ(G).

Примерами арифметических графов являются:
(1) Граф Хоукса ΓH(G) [12]:

V (ΓH(G)) = π(G) и E(ΓH(G)) = {(p, q) | q ∈ π(G/Op′,p(G))}.
(2) Силовский граф Γs(G) [9]: V (Γs(G)) = π(G) и

E(Γs(G)) = {(p, q) | q ∈ π(NG(P )/PCG(P )), P ∈ SylpG}.
(3) N -критический граф ΓNc(G): V (ΓNc(G)) = π(G) и

E(ΓNc(G)) = {(p, q) |G содержит (p, q)-подгруппуШмидта}.
(4) Граф простых чисел или граф Грюнберга-Кегеля Γp(G) [2, 14]: V (Γp(G)) = π(G)

E(Γp(G)) = {{p, q} |G содержит элемент порядка pq}.
Следуя работе [1], скажем, что группа G называется распознаваемой по графу про-

стых чисел, если из Γp(G) = Γp(H) всегда следует H ' G для любой группы H. Как от-
мечено в работе [1], существует бесконечное множество групп с нетривиальным разреши-
мым радикалом и одинаковым графом простых чисел. Поэтому, проблема распознавания
групп по графу простых чисел представляет интерес только для простых или почти про-
стых групп. Отметим, что граф простых чисел применяется при решении известной про-
блемы распознавания групп по множеству порядков их элементов, см., например, [3]. В дан-
ной работе мы будем рассматривать проблему распознавания групп по графу с точностью
до класса групп в смысле следующего определения.
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Определение 2. Пусть Γ — графовая функция и X — класс групп. Класс X назовем
распознаваемым графовой функцией Γ, если из G1 ∈ X и Γ(G1) = Γ(G2) всегда следует,
что G2 ∈ X.

Формации, распознающиеся ΓH , описывает следующая теорема.

Теорема 1. Пусть F — формация и σ(p) = {q | (p, q) ∈ E(ΓH(F))}. Формация F рас-
познаётся ΓH тогда и только тогда, когда F = LF (f), где f(p) = Gσ(p) для p ∈ π(F) и
f(p) = ∅ в противном случае.

Напомним, что формация F называется формацией с условием Шеметкова, если вся-
кая минимальная не-F-группа является либо группой Шмидта, либо группой простого по-
рядка.

Теорема 2. Формация F распознаётся ΓNc тогда и только тогда, когда F — наслед-
ственная разрешимо насыщенная формация с условием Шеметкова.

Следующая теорема устанавливает свойства наследственных формаций F, распозна-
ющихся FΓs .

Теорема 3. Пусть F — наследственная формация. Если F распознаётся Γs, то вы-
полняются следующие утверждения:

(a) Γs(F) — неориентированный граф.
(b) F — разрешимо насыщенная формация с условием Шеметкова.

Напомним [8], что локальная формация F = LF (F ), где F (p) = Sπ(F (p)) для p ∈ π(F)
и F (p) = ∅ в противном случае, называется покрывающей формацией разрешимых групп,
если p ∈ π(F (p)) и p ∈ π(F (q)) всегда влечет q ∈ π(F (p)) для всех p, q ∈ π(F). Как было по-
казано в [8], всякая такая формация F — наследственная насыщенная формация, содержа-
щая всякую разрешимую группу G, все нормализаторы силовских подгрупп которой при-
надлежат F.

Теорема 4. Пусть X — класс групп такой, что Γs(X) — неориентированный граф.
Тогда:

(a) XΓs ∩S — наследственная формация;
(b) XΓs ∩S — покрывающая формация разрешимых групп.

Следствие 1. Пусть F — наследственная формация. Если F распознаётся Γs, то
выполняются следующие утверждения:

(a) Γs(F) неориентирован.
(b) F — разрешимо насыщенная формация с условием Шеметкова.
(c) F ∩S — покрывающая формация в классе разрешимых групп.

Напомним, что группа называется дисперсивной, если найдётся линейный порядок φ
на π(G) такой, что если π(G) = {p1, . . . , pn}, причем pi ≤φ pj для i < j, то G имеет нормаль-
ные холловы {p1, . . . , pi}-подгруппы для всех i ≤ n. Хоукс [12] показал, что если ΓH(G) не
имеет циклов, то группа G дисперсивна.

Теорема 5. Пусть F — класс групп. Если π1 ⊆ π(F), V (ΓH(F)) = π1∪π2 и граф ΓH(F)
не имеет ребер, выходящих из π1 в π2, то всякая F-группа имеет нормальную холлову
π1-подгруппу.

Следствие 2. Пусть F — класс групп, V (ΓH(F)) = π1 ∪ π2, где π1 ∩ π2 = ∅ и между
π1 и π2 нет ребер в ΓH(F). Тогда всякая группа из F — прямое произведение холловых
π1-подгруппы и π2-подгруппы.

Теорема 6. Пусть A,B и C — подгруппы разрешимой группы G, чьи индексы по-
парно взаимно просты в G. Тогда ΓH(G) = ΓH(A) ∪ ΓH(B) ∪ ΓH(C).

Отметим, что условие попарной взаимной простоты индексов не может быть опуще-
но в теореме 6. Рассмотрим симметрическую группу степени 4. Она является произведе-
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нием любых двух из следующих подгрупп: силовской 2-подгруппы, знакопеременной груп-
пы степени 4 и подгруппы, изоморфной симметрической группе степени 3. Объединение их
графов Хоукса равно {(2, 3), (3, 2)}. Однако, графом Хоукса симметрической группы сте-
пени 4 является {(2, 3), (3, 2), (2, 2)}.

Следствие 3. Пусть формация F распознаётся ΓH и группа G содержит три раз-
решимые F-подгруппы A, B и C, чьи индексы попарно взаимно просты. Тогда G ∈ F.

Из следствия 3 вытекает известная теорема Кегеля [4, c. 46]:

Следствие 4. Если группа содержит три нильпотентные подгруппы с попарно вза-
имнопростыми индексами, то она нильпотентна.

Следующий результат получен нами путем непосредственного нахождения N -крити-
ческих графов минимальных простых групп.

Теорема 7. Пусть G — группа. Если верно хотя бы одно из следующих утвержде-
ний, то G разрешима.

(a) ΓNc(G) не содержит циклов.
(b)Всякий цикл ΓNc(G) не содержит ребра (2, q), для любого q ∈ π(2p−1) и простого p.
(c) Всякий цикл ΓNc(G) имеет длину, большую 3.

Отметим, что ΓNc(G) ⊆ ΓH(G) для любой группы G. Усилением упомянутой выше
теоремы Хоукса является следующая

Теорема 8. Если ΓNc(G) не имеет циклов, то группа G дисперсивна.
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