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ACOUSTOOPTICAL DIOGNOSTICS OF ULTRASONIC LAMB WAVES 
BY THE BESSEL LIGHT BEAMS IN GYROTROPIC SILLENITE TYPE CRYSTELS 
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Показано, что для бесселевого светового пучка возможно раздельное наблюдение изотропной и анизотропной брэггов-
ской дифракции циркулярно поляризованных волн на модах Лэмба в гиротропных кубических кристаллах. При этом 
эффективное акустооптическое взаимодействие в прошедших и отраженных дифракционных порядках реализуется в 
узком интервале толщин слоя вблизи толщины отсечки моды. Наибольший интерес для акустооптической диагностики 
мод Лэмба представляет нулевая мода бесселевого светового пучка при условии изотропной дифракции циркулярно 
поляризованных волн при точном поперечном фазовом синхронизме дифрагированных пучков.  
 
Ключевые слова: плоскопараллельный слой, волны Лэмба, акустооптическая дифракция, гиротропный кубический 
кристалл, коэффициенты отражения и пропускания. 
 
It is shown that, for Bessel light beam, it is possible to separately observe isotropic and anisotropic Bragg diffraction of circu-
larly polarized waves on Lamb modes in gyrotropic cubic crystals. In this case, the effective acousto-optical interaction in the 
transmitted and reflected diffraction orders is realized in a narrow range of layer thickness near the mode cut-off thickness. Of 
greatest for acousto-optic diagnostics of Lamb modes is the zero mode of a Bessel light beam under the condition of isotropic 
diffraction of circularly polarized waves with accurate transverse phase synchronism of the diffracted beams.  
 
Keywords: plan-parallel slab, Lamb’s waves, acousto-optical diffraction, gyrotropic cubic crystal, reflection coefficients and 
transmission coefficients. 

 
 

Введение 
В работе [1] теоретически и эксперимен-

тально исследованы многослойные акустоопти-
ческие структуры на основе кристаллов кремния, 
окиси цинка, кварца и парателлурита. Показано 
[1], [2], что в многослойных структурах при воз-
буждении поверхностных акустических волн 
(ПАВ), интенсивности ультразвуковых (УЗ) волн 
в тонком слое толщиной h ~ 1 мм могут дости-
гать ~ 1 МВт/см2 и амплитуда деформации ульт-
развуковой (УЗ) волны U ~ 10-2. В работе [3] 
впервые исследовано отражение и пропускание 
дифрагированных волн в плоскопараллельном 
периодически модулированном (возмущенном) 
слое. В работе [4] исследована дифракция свето-
вых волн в плоскопараллельном слое с однород-
ным распределением упругих деформаций, а в 
[5] – в слое, возбужденном волнами Лява. К на-
стоящему времени хорошо изучены ультразву-
ковые волны Лэмба пластины со сложным неод-
нородным распределением упругих деформаций 
по ее сечению, широко применяемые для нераз-
рушающего контроля и создания акустоэлек-
тронных устройств обработки сигналов [6]–[8]. 
При этом особый интерес представляют кубиче-
ские кристаллы типа силленита [7], [8]. В работе 
[9] экспериментально исследована акустооптиче-
ская диагностика волн Лэмба высших порядков 

при их распространении и отражении от края 
пластины из кварца. В [9] теоретические иссле-
дования ограничились лишь изучением брэггов-
ской акустооптической (АО) дифракции в опти-
чески изотропном материале из плавленого 
кварца. При этом, однако, кристаллы типа сил-
ленита (Bi12SiO20, Bi12GeO20, Bi12TiO20) обладают 
значительной гиротропией, которая приводит к 
существенному измению поляризационных и 
энергетических характеристик дифрагированных 
на ультразвуке световых волн [10], [11]. 

Характерным свойством БСП является их 
малая угловая расходимость [12], [13]. В связи с 
этим при заданной частоте ультразвука измене-
нием угла падения света возможно раздельное 
наблюдение всех четырех дифракционных про-
цессов для собственных циркулярно поляризо-
ванных волн в гиротропном кристалле. При этом 
дифрагированные световые пучки сохраняют 
структуру БСП гиротропного кристалла. Для 
расходящихся световых пучков, например гаус-
совых, возможно наложение различных дифрак-
ционных процессов изотропной и анизотропной 
дифракции, приводящих к возникновению трех-
пичковой структуры брэгговского максимума со 
сложной поляризацией волнового поля в ди-
фракционном прядке [11]. 
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        а)       б) 

Рисунок 0.1 – Схема АО дифракции на модах Лэмба высоких порядков (а); 

расположение волновых векторов дифрагированных пучков с правой 0 ,1( )k  


 и левой 0 ,1( )k  


 

циркулярной поляризацией и ультразвука iK


 (i = 1–4) в различных геометрических условиях 

изотропной и анизотропной дифракции (б) 
 

1 Теоретические результаты 
Положим, что плоскопараллельный слой 

толщиной h с диэлектрической проницаемостью 
ε2 расположен между однородными прозрачны-
ми средами с диэлектрическими проницаемостя-
ми ε1 и ε3 (рисунок 0.1, а). Начало системы коор-
динат XYZ расположено на верхней границе слоя, 
а ось Y перпендикулярна плоскости падения. При 
условии h >> t / 2, где t  – длина волны объ-
емной сдвиговой УЗ волны в слое, в нем распро-
страняются моды Лэмба высших порядков вдоль 
оси X и искривлением границ слоя можно пре-
небречь [6]. Другие ограничения на толщину 
слоя обусловлены условиями брэгговской ди-
фракции света в слое 2 2

0 2( / 2 ) 1hf n    [2], где 

f () – частота (фазовая скорость) УЗ волны, 0 – 

длина световой волны в вакууме, 2 2n   . 

Дисперсионные уравнения для волн Лэмба 
находятся из граничных условий с учетом не-
прерывности УЗ смещений и напряжений на гра-
ницах слоя [6]. При этом рассматриваются сим-
метричные (s) и антисимметричные (a) бегущие 
волны Лэмба бесконечного плоскопараллельного 
слоя. Компоненты вектора смещений для сим-
метричной моды имеют вид: 

( )
0 2 2

( ) 2 ( )
,

( ) ( )( )
i Kx t

x

ch qz qs ch sz
U U e

sh qh sh shK s
 

   
(1.1) 

2
( )

0 2 2

( ) 2 ( )
,

( ) ( )( )
i Kx t

z

q sh qz K ch sz
U iU e

K sh qh sh shK s
 

    
 

где 0U  – амплитуда волны; /K     (  – цик-

лическая частота,   – фазовая скорость УЗ вол-

ны); 2 2 1/ 2( ) ,lq K K   2 2 1/ 2( ) ,ss K K   где 

/ ,l lK     /
S SK     ( l  ( )S  – фазовая ско-

рость продольной (сдвиговой) УЗ волны). Поле 
смещений для антисимметричной моды Лэмба 
дается соотношениями: 
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Фазовую скорость симметричной и анти-
симметричной моды Лэмба находим соответст-
венно из соотношений: 

2

2 2 2

( ) 4
,

( ) ( )

th sh K qs

th qh K S



  

2 2 2

2

( ) ( )
.

( ) 4

th sh K S

th qh K qs


  

УЗ волна (1.1) и (1.2) создает периодиче-
скую в пространстве и во времени решетку ди-
электрической проницаемости вдоль оси X и 
пространственно-неоднородную вдоль оси Z, то 
есть 

2 2 2( , , ) ( ) exp[ ( )],x z t z i Kx t       

где 2
2 2 ( )эф эфp U z    ( ( )эфU z  – эффективная 

амплитуда деформации УЗ волны, эфp  – эффек-

тивная фотоупругая постоянная). 
Если падающая на слой световая волна яв-

ляется линейно поляризованной, то в среде воз-
можны четыре типа взаимодействий циркуляр-
ных мод, для каждого из которых существует 
свой угол Брэгга. Для взаимодействия волн с 
одинаковыми поляризациями (изотропная ди-
фракция) условия Брэгга выполняются одновре-
менно при одном и том же угле падания 

0arcsin( / 2 ),Б n     где 0  и   – длина свето-

вой и ультразвуковой волн соответственно; n  – 
показатель преломления кристалла без учета ги-
ротропии. В случае взаимодействия волн с раз-
личными поляризациями (анизотропная дифрак-
ция) углы Брэгга отличаются от Б  на величину 

2 / ( sin 2 )Бn      (рисунок 0.1, б), где   – 

параметр  гиротропии [14]. При  соблюдении 
условия an    ( an  – глубина модуляции 
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показателя преломления акустической волной), 
возможно независимое рассмотрение всех четы-
рех дифракционных процессов в гиротропных 
средах. Данное условие выполняется для боль-
шинства гиротропных сред используемых в аку-
стооптике. 

Предположим, что падающий БСП с часто-
той  >>  и волновым вектором 

1 1 1x x z zk e k e k   
  

 

1 1 1( sin ,  xk kn     1 1 1cos ),zk kn     

1 1 1/ ,   cosk c n n       (n1 – показатель пре-

ломления среды без учета гиротропии, 1 – угол 
конусности БСП в первой среде при z < 0) имеет 
правую (нижний индекс «+») или левую  (знак  
«–») циркулярную поляризацию. Углы прелом-
ления циркулярно поляризованных волн различ-
ны, то есть 2 1 2 1arcsin( / sin )n n       и близки 

к углу Брэгга 2 2/ 2 ,Б K k      где 2 2k kn   

2 2 2( cos ,n n      где 2 – угол конусности БСП 

в слое при 0 < z < h). 
Решение волнового уравнения для дифраги-

рованного поля электромагнитной волны в слое 
имеет вид [3]: 
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 – 

вектор-функции поляризации дифрагированных 
волн для бесселевых световых пучков произ-
вольного порядка (m). Вектор-функции поляри-
зации имеют вид [13]: 
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где , , ze e e 
  

 – единичные векторы в цилиндриче-

ских координатах , , z   (продольные компонен-

ты вследствие их малости не учитываются); m – 
целое число, указывающее порядок моды БСП; 

2 2 2 2 ;q k k     

 2 2 2( ) cos( ) 1 ( / ) tg( ) .сos с n        

При 0 / 2zk K   из совокупности (1.3) ди-

фрагированных волн выделяют две наиболее 
существенные с дифракционными порядками 
p = 0 и p = –1. Система неоднородных уравнений 
связанных волн имеет вид: 
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(g, – интегралы перекрытия дифрагированных 
волн). Интегралы перекрытия дифрагированных 
волн для различных типов изотропной и анизо-
тропной дифракции циркулярно-поляризованных 
волн находим из соотношений: 
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(1.5) 

где Rн – радиус БСП; здесь следует использовать 
любые комбинации знаков «+» и «–» в нижних 
индексах, соответствующих разным дифракци-
онным процессам, представленным на рисунке 
0.1, б. В приведенных выше формулах для g, 
символ « е


-бар» означает, что символ q, соответ-

ствующий поперечному волновому числу дифра-
гированной световой волны минус первого по-
рядка (р = –1), следует заменить на символ q0 для 
дифрагированной волны нулевого порядка (р = 0). 

С учетом результатов работ [3]–[5], реше-
ние системы уравнений (1.4) в брэгговском ре-
жиме дифракции можно представить в виде: 

0 2 1( ) / 2,A U U     1 2 1( ) / 2.A U U  
    

Величины 1,2U   находим из решения неод-

нородного уравнения: 
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Решение уравнений (1.5) в ВКБ – прибли-
жении имеет вид [15]: 
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1,2C  – постоянные коэффициенты, определяемые 

из граничных условий, U – амплитуда деформа-
ции. В рамках приближения ВКБ предполагает-
ся, что множители перед экспонентами в (1.6) 
слабо изменяются по сравнению с экспоненци-
альными сомножителями, содержащими боль-
шой положительный параметр 2 1.k z
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Сшивая напряженности электрического и 
магнитных полей в слое [3]–[5], а также в облас-
тях z < 0 и z > h, находим коэффициенты отраже-
ния и пропускания (относительные интенсивно-
сти) дифрагированных волн на границе слоя. 
Решение системы восьми алгебраических урав-
нений можно найти в замкнутой форме. Эффек-
тивные волновые числа ,

xk  
  для антисиммет-

ричных волн Лэмба даются соотношением: 
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В случае дифракции на симметричных модах 
Лэмба следует положить: 
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Коэффициенты отражения 0( )R   и пропус-

кания 0( )T   циркулярно поляризованных состав-

ляющих дифрагированных волн нулевого и пер-
вого 1 1(  , )R T   порядков определяются соотно-

шениями: 
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Здесь введены обозначения: 
1 1

1,3 1 ,3 1 1,3 1 ,3 1(1 ), (1 ),n b n b     
              

,
1 / ,xb k k  
   ,

1 exp( ),xe ihk  
   

причем 3 3 3cosn n      (3 – угол конусности 

БСП в третьей среде (подложке) при z > h); зна-
ком «*» обозначено комплексное сопряжение. Из 
выражений (1.7), (1.8) следует, что выполняются 
соотношения: 0 1 0 1 1.R R T T        
 

2 Численные расчеты и их обсуждение 
Численные расчеты проводились для плос-

копараллельного слоя из гиротропного кубиче-
ского кристалла германата висмута (Bi12GeO20) в 
случае  дифракции линейно поляризованного 
излучения He-Ne-лазера с длиной волны 
0 = 0,6328 мкм на симметричных и антисиммет-
ричных УЗ волнах Лэмба различных порядков. 
Предполагалось, что слой материала (n2 = 2,55, 
 = 3,910-5) граничит с воздухом (n1 = n3 =1, 
 = 0). Амплитуда тензора деформаций 

3 1/ 2(2 / ) ,a кU I   где Ia – интенсивность УЗ вол-

ны Лэмба; к – фазовая скорость УЗ волны Лэм-
ба, причем к – ее порядок [6];  – плотность кри-
сталла.  

Выражения (1.7), (1.8) описывают все типы 
взаимодействия циркулярно поляризованных 
мод, представленных на рисунке 0.1. При ди-
фракции на УЗ модах Лэмба, распространяю-
щихся вдоль кристаллографических осей второго 
порядка 2 2

11 1 12 1 12[( cos sin ) ],эфp p p p
       

где верхний знак плюс соответствует изотропной 
дифракции, а нижний знак (минус) – анизотроп-
ной (р11, р12 – фотоупругие постоянные [16]). 
 На рисунке 2.1 представлены зависимости 
интегралов перекрытия ,ng g   (1.5) от пара-

метра qn = |q – q0| / q0 для дифракции бесселевого 
светового пучка нулевого порядка (а) и первого 
порядка (б).  

Из рисунке 2.1, а следует, что интегралы 
перекрытия основной моды бесселевого свето-
вого пучка (m = 0) достигают максимального зна-
чения при выполнении условия поперечного фа-
зового синхронизма, то есть при qn = 0. При этом 
интегралы перекрытия для анизотропной ди-
фракции (кривая 2) выше, чем для изотропной 
дифракции (кривая 1). Интегралы перекрытия 
для всех возможных типов анизотропной и изо-
тропной дифракции одинаковы.  

В случае азимутально-неоднородных БСП с 
азимутальным числом m = 1 (рисунок 2.1, б), 
интегралы перекрытия всех возможных типов 
АО преобразования отличаются по величине. 
При малых значениях qn ~ 0,01 наибольшее зна-
чение принимает интеграл перекрытия , .g   В 

широкой области максимального значения инте-
гралов перекрытия 0,05  qn 0,07 наибольшее 
значение принимает интеграл перекрытия , .g   

При точном поперечном синхронизме (qn = 0) 
максимальное значение интеграла перекрытия не 
достигается.  
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   a)               б) 

Рисунок 2.1 – Зависимость интеграла перекрытия ng  от параметра qn = |q – q0| / q0 для дифракции БСП 

нулевого порядка (а) и первого порядка (б); а) изотропная дифракция (кривая 1), анизотропная 
дифракция (кривая 2) для m = 0; б) дифракция правополяризованной волны в левополяризованную 

(кривая 1), левополяризованной в правополяризованную (кривая 2), правополяризованной 
в правополяризованную (кривая 3), левополяризованной в левополяризованную (кривая 4) 

для m = 1 (кристалл Bi12GeO20, 2 = 0,50,  = 3,910-5, Rн = 5 мм) 
 

      
   a)               б) 

Рисунок 2.2 – Зависимость коэффициента пропускания Т1+ (а) и коэффициента отражения R1+ (б) 
от амплитуды деформации УЗ волны U и толщинах слоя h для антисимметричных мод Лэмба 

(21 = 2885 м/c, h21 = 0,0016 мм, f = 900 МГц; m = 0, qn = 0, gn = 1; структура: воздух  Bi12GeO20  воздух) 
 

 
a)               б) 

Рисунок 2.3 – Зависимость коэффициента пропускания Т1+ (а) и коэффициента отражения R1+ (б) 
от амплитуды деформации УЗ волны U и толщины слоя h для симметричных мод Лэмба 

(21 = 2888 м/c, h21 = 0,0019 мм (б), f = 900 МГц; m = 0, qn = 0, gn = 1; 
структура: воздух  Bi12GeO20  воздух) 

 
Зависимости коэффициентов пропускания 

Т1+ (а) и отражения R1+ (б) дифрагированной 
волны первого порядка для дифракции на два-
дцать первой антисимметричной моде Лэмба, 

возбуждаемой в пластинке из кристалла герма-
ната висмута, от толщины пластинки h и ампли-
туды деформации УЗ волны U представлены на 
рисунке 2.2.  
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Из рисунка следует, что коэффициент про-
пускания Т1+ и отражения R1+ достигает макси-
мального значения лишь в узком интервале тол-
щин пластины h ~ 0,01 мм. При увеличении 
амплитуды деформации U коэффициент пропус-
кания возрастает, достигая максимального зна-
чения. Расчеты проводились для толщины пла-
стинки, начиная c критической толщины hк для 
каждой из мод Лэмба. Резонансный характер 
коэффициента пропускания объясняется тем, что 
в поперечном сечении пластины формируется 
квазистоячая УЗ волна, образуемая наложением 
продольных УЗ составляющих волны Лэмба [6]. 
Максимальное значение коэффициента отражения 
на 0,5% ниже, чем коэффициента пропускания. 

На рисунке 2.3 представлена зависимость 
коэффициента пропускания Т1+ (а) и отражения 
R1+ (б) дифрагированной волны первого порядка 
для двадцать первой симметричной моды Лэмба, 
возбуждаемой в пластине из германата висмута, 
от ее толщины h и амплитуды деформации УЗ 
волны U.  

Как следует из рисунка, зависимость коэф-
фициента пропускания Т1+ от толщины слоя h 
также имеет резонансный характер; максималь-
ное значение Т1+ достигается в узком интервале 
толщины пластинки h ~ 0,01 мм. При расчетах 
полагалось, что толщина пластинки увеличива-
ется, начиная от толщины отсечки hк соответст-
вующей симметричной моды Лэмба. Резонанс-
ное поведение коэффициента пропускания объ-
ясняется формированием квазистоячей УЗ волны 
в поперечном сечении пластинки при наложении 
сдвиговых УЗ составляющих симметричной вол-
ны Лэмба. Максимальные значения коэффициен-
тов отражения и пропускания примерно одина-
ковы по величине. 

 
Заключение 
Значения коэффициентов отражения и про-

пускания дифрагированных волн определяются 
величинами интегралов перекрытия и эффектив-
ной фотоупругой постоянной для изотропной и 
анизотропной дифракции ( ).эф эфр р   Акустооп-

тический метод позволяет осуществить диагно-
стику ультразвуковых волн Лэмба высоких по-
рядков в режиме дифракции Брэгга. Наибольший 
интерес для АО диагностики представляет нуле-
вая мода БСП при условии изотропной дифрак-
ции циркулярно поляризованных волн при точ-
ном поперечном фазовом синхронизме дифраги-
рованных пучков (qn = 0). Эффективное приме-
нение азимутально-неоднородных БСП первого 
порядка достигается при отсутствии поперечного 
синхронизма для qn ~ 0,055 и при дифракции 
лево-циркулярно поляризованной волны в право-
циркулярно поляризованную. 
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