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ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТЬ ПОДГРУПП 
И 5-СУБН0РМАЛЬН0СТЬ*) 

С. Ф. Каморников 

Введение 
Пусть # — непустая формация конечных групп. Подгруппу Я груп

пы G назовем 5-субнормальной в смысле Кегеля или ^-достижимой (ср. 
с определением {J-субнормальной подгруппы [1, 2]), если существует 
цепь подгрупп 

G = H0DHlD-DHm = H 

такая , что д л я любого i £ {1, 2 , . . . , т] либо Яг нормальна в Я,_1, либо 

Отображение r$ : G —» G^, сопоставляющее каждой конечной груп
пе G ее ^-корадикал, назовем оператором Виландта — Кегеля и л и WK-
операторол1, если 

(Н,К)д = (Я*, А*) 
для любых двух 5-достижимых подгрупп группы G. Будем говорить 
также, что формация $ в этом случае индуцирует WК-оператор. 

В [3] автор показал, что отображение г$ является И^А'-оператором, 
если 5 — непустая наследственная формация, замкнутая относительно 
расширений (т. е. $ = 52). Отвечая на вопрос Кегеля из [1], он устано
вил [3], что для таких формаций в произвольной конечной группе G 
^-достижимая подгруппа Н — Н1 =• Я 5 перестановочна с любой другой 
^-достижимой подгруппой группы G. В частности, отсюда следует в 
дополнение к известной теореме Виландта из [4], что в любой конеч
ной группе каждая перфектная (т. е. совпадающая со своим комму
тантом) субнормальная подгруппа перестановочна не только с любой 
субнормальной, но также и с любой 6-достижимой ( в — формация 
всех разрешимых конечных групп) подгруппой этой группы. 

В настоящей работе изучаются общие свойства формаций, инду
цирующих РУА-оператор, строятся новые примеры таких формаций и 
описываются все разрешимые формации с указанным свойством. По
лученные результаты применяются при исследовании вопроса пере
становочности 5-достижимых подгрупп. В частности, для формации 
5, индуцирующей РУА'-оператор, доказываются критерии перестано
вочности таких подгрупп. В этих критериях вопрос перестановочно
сти ^ -достижимых подгрупп Я и К конечной группы G редуцируется 
к вопросу перестановочности образов этих подгрупп при некоторых 
гомоморфизмах группы (Я, Аг) в ^-группу. Аналогичный подход при 
изучении перестановочности субнормальных подгрупп мы наблюдаем 
у Брюстера [5] и Виландта [6, 7]. 

*> Работа частично поддержана Международной соросовской программой образова
ния в области точных наук. 

© 1996 Каморников С. Ф. 
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§ 1. Определения, обозначения 
и предварительные сведения 

В работе рассматриваются только конечные группы. Используе
мые определения и обозначения можно найти в [2]. Напомним некото
рые из них. 

Если G — группа и 5 — непустая формация, то через G^ обозна
чается ^-корадикал группы G, т. е. пересечение всех тех нормальных 
подгрупп N из G, лля которых G/N 6 $• 

Будем говорить, что множество всех 5-достижимых подгрупп 
группы G образует решетку, если подгруппы (Я, А') и НО К 5~ достижи
мы лля любых #-достижимых подгрупп Н и Л' группы G. Форма
ц и ю #, обладающую тем свойством, что в любой группе все #-Дости
ж и м ы е подгруппы образуют решетку, будем называть в дальнейшем 
формацией с решеточным свойством лля # -достижимых подгрупп. Пол
ное описание наследственных локальных формаций $, о б л а д а ю щ и х 
решеточным свойством д л я ^-достижимых подгрупп, дает следую
щая теорема, к которой мы будем неоднократно обращаться. 

Теорема 1.1 [8]. Пусть # — нас л елет венная локальная формация. 
Тогла и только тогда формация $ обладает решеточным свойством 
лля $-достижимых подгрупп, когда она удовлетворяет следующим 
условиям: 

1) $ = Ш х 55, тг(ЯЯ) П тг(#) = 0 ; 
2) $) = х^/бтг, , где 7Г/ П 7Г£ = 0 для любых к ф I из I; 
3) ЯЛ = бтг(аи)9Я — наследственная локальная формация, являюща

яся радикальным классом, нормальным в Ш2; 
4) всякая нециклическая минимальная не Ш-группа G с Ф(С) = 1 

является монолитической с неабелевым монолитом N = Gm, причем 
G/N — циклическая примарная группа. 

Класс $ называется радикальным классом или классом Фиттинга, 
если он нормально наследствен и из G = АВ, где А и В — нормаль
ные ^-подгруппы из G, всегда следует G 6 $• Если $ ф 0, то через 
G$ обозначается #-радикал группы G, т. е. произведение всех тех нор
м а л ь н ы х подгрупп из G, которые принадлежат #. 

Пусть J — непустой радикальный класс. Подгруппа V группы G 
называется ^-инъектором в G, если д л я любой субнормальной подгруп
пы N группы G пересечение V П N является 3-максимальной подгруп
пой в N. Непустой радикальный класс 5 является нормальным в клас
се групп X ($ С ЭС), если любая Х-группа обладает нормальным #-
инъектором. 

Группа G ф 1 называется монолитической, если в ней имеется л и ш ь 
одна минимальная нормальная подгруппа (монолит). 

Пусть ж — некоторое множество простых чисел. Если $ — класс 
всех групп, то 3v — класс всех 7г-групп из #. В частности, 6W — класс 
всех разрешимых 7г-групп. 

Нам понадобится далее следующая конструкция классов групп. 
Пусть / — некоторое подмножество множества натуральных чисел. 
Пусть {Xi | * 6 / } — некоторое семейство классов групп. Обозначим 
через XiziXi класс всех групп G, представимых в виде 

G = Gi, х d2 x • • • х Git, 

где ik 6 / , Gik 6 Xiki k = 1 , . . . ,* . Простая проверка показывает, что 
XieiXi — радикальная локальная формация, если лля всех г 6 / класс 
Xi я в л я е т с я радикальной локальной формацией и 7r(Xi)C\7r(Xj) — 0 лля 
всех г ф j из / . 
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Лемма 1.1. Пусть $ — непустая наследственная формация. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

1) если Н — подгруппа группы G и G5 С Я , то Н — $-достижимая 
подгруппа G; 

2) если Н — $-достижимая подгруппа группы G, К — подгруппа 
из G, то Н П К — $-достижимая подгруппа группы К; 

3) если # i и #2 — $-достижимые подгруппы группы G) то и Н\С\ 
Hi — $-достижимая подгруппа G. 

Лемма 1.2. Пусть 5 — непустая формация. Если Н, N и К — под
группы группы G, причем N нормальна в G, то справедливы следую
щие утверждения: 

1) если Н — ^-достижимая подгруппа G, то HN — ^-достижимая 
подгруппа G; 

2) если N С Я , то Н — $-достижимая подгруппа G тогда и только 
тогда, когда H/N — #-достижимая подгруппа группы G/N. 

Л е м м а 1.3. Пусть 5 — непустая наследственная формация. Если 
Я — ̂ -достижимая подгруппа группы G, то Н^ — субнормальная под
группа G. 

Доказательство лемм 1.1-1.3 см. в работе [8]. 
Наряду с понятием $-достижимой подгруппы мы будем использо

вать и понятие ^-субнормальной подгруппы. Напомним, что для не
пустой формации 5 подгруппа Я группы G называется $-субнормальной, 
если либо Я = G, либо существует максимальная цепь подгрупп G = 
А'о Э К\ D • • - D Кп — Я такая, что К^х С Kj для всех j = 1,2,.. . , п. 
Очевидно, каждая ^-субнормальная подгруппа группы G является #-
достижимой. 

§ 2. Формации, индуцирующие WK-оператор 

В этом параграфе исследуются общие свойства формации #, инду
цирующей И^А'-оператор. В частности, показывается, что такая фор
мация является наследственным классом Фиттинга и обладает реше
точным свойством для 5-Достижимых подгрупп. Ввиду теоремы 1.1 
это позволяет резко ограничить поиск локальных формаций с указан
ным свойством. Более того, применение известной теоремы Врайса 
и Косей [9] о локальности разрешимой наследственной радикальной 
формации приводит к полному описанию разрешимых формаций, ин
дуцирующих J/FA'-оператор. 

Лемма 2 .1 . Если непустая формация 5 индуцирует WK-оператор, 
то она наследственна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через $s класс всех тех групп, у ко
торых каждая подгруппа принадлежит формации #. Предположим, 
что З Л # 5 — непустое множество. Выберем в З Л $ 5 группу G наимень
шего порядка. Пусть М — максимальная подгруппа группы G. Так 
как G^ = 1, то М — #-достижимая подгруппа G. Т ак как формация 5 
индуцирует И^А'-оператор, то 

М* = {М:\ 1) = (M*,Gd) = {M,G)* = G* = 1, 

т. е. М е $. Так как \М\ < \G\, то М 6 З5- Итак, все максимальные под
группы группы G принадлежат классу # 5 . Но тогда G £ #5- Получили 
противоречие с выбором группы G. Лемма доказана. 
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Лемма 2.2. Если непустая формация $ индуцирует WK-оператор, 
то 5 является классом Фиттинга. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 2.1 # наследственна, а потому и 
нормально наследственна. 

Пусть Лгь А̂2 — нормальные ^-подгруппы группы G. Тогда под
группы N\ и Дг2 #-достижимы. Так как формация # индуцирует WK-
оператор, то 

{NiN7)* = (NltN2)* = (N*, N$) = 1, 
т. е. NiNo G $. Лемма доказана. 

Лемма 2.3. Пусть $ — непустая наследственная формация. Пусть 
группа G представима в виде произведения своих подгрупп Н и М. 
Если Н ^-достижима в G и М не содержит композиционных ^-факто
ров, то Н субнормальна в G и (Н П М)^ = Н П М. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Н #-достижима, то существует цепь под
групп 

G = HQ Э H\ Э • • • D Hm = H 
такая, что для любого i — 1,2, . . . , m либо подгруппа Яг нормальна 
в Я г_1, либо Hf_x С Hi. Индукцией по m покажем, что Hm <<] G 
и (Нт П М )^ = Я т О Л/. Если т = 0, то Я = G. В этом случае утвержде
ние леммы очевидно. Пусть теперь т > 0. Предположим, что утвер
ждение леммы верно для всех к < т. Тогда, в частности, Нт-\ <3< G 
и ( Я т _ 1 П М ) 5 = Я т _ 1 П М . Допустим, что Н^х С Я т . Из условия 
леммы легко вытекает, что М = М1^. Поэтому 

( Я т _ ! П Mf = Hl_x ПМС Нт ОМС Я т _ ! П М. 

Но по предположению индукции (Я т _1 П М)^ = Я т _ 1 П М. Следова
тельно, из последнего включения имеем, что Я т П М = Я т _ х П М, а 
значит , (Нт П М ) у = Я т П Л/. 

Ввиду тождества Дедекинда 

# m ( # m - i П А/) = Я т _ ! П Я т М = Я т _ 1 . 

С другой стороны, 

Я т ( Я т - 1 П Л/) = Я т ( Я т П ^ ) = Я т . 

Значит , Я ш = Hm-i « G. 
Предположим теперь, что Нт < Я т _ х . Тогда из субнормальности 

подгруппы Яш_1 в G следует, что Я т <3<3 G и Я т П М <<3 М. Так как 
подгруппа ( Я т П M)v^ нормальна в Нт О М и М не содержит компози
ционных ^-факторов, то ( Я т П М)^ = Я т П М. Лемма доказана. 

Лемма 2.4. Если непустая формация $ индуцирует WК-оператор, 
то она обладает решеточным свойством для ^-достижимых подгрупп. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — группа наименьшего порядка, у кото
рой ^-Достижимые подгруппы не образуют решетку. Ввиду леммы 2.1 
формация 5 наследственна. Поэтому на основании леммы 1.1 пере
сечение любых двух ^-достижимых подгрупп группы G я в л я е т с я #-
достижимой подгруппой. Следовательно, в G существуют по крайней 
мере две ^-достижимые подгруппы, порождение которых не являет 
ся 3-достижимой подгруппой группы G. Пусть э т и м и подгруппами 
будут подгруппы Я и К. 

Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G. Пусть 
L С (Я, А'). Рассмотрим подгруппы HL/L и KL/L группы G/L. Ввиду 
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леммы 1.2 подгруппы HL/L и KL/L J -достижимы в G/L. Ввиду выбора 
группы G подгруппа (Я, A)/L 5-достижима в G/L. Ввиду леммы 1.2 
подгруппа (Я, А) 3~достижима в G. Противоречие. 

Значит , подгруппа L не содержится в (Я, А'). Согласно лемме 1.2 
подгруппа (Я, A)L J -достижима в G. Если (Я, A)L — собственная под
группа G, то ввиду выбора группы G подгруппа (Я, К) # -достижима в 
(Я, A')L, а значит, (Я, Л') — 5~ Достижимая подгруппа группы G. Про
тиворечие. Итак, (H,K)L = G. Так как HL и KL — #-достижимые 
подгруппы группы G и j индуцирует И^А'-оператор, то 

G* = ({HLf,(KLf) = (H*tK*)L*. 

Пусть L G 3 - Тогда G 5 = (Я*, А'*). Поэтому G 5 С (Я, AT)- Ввиду 
леммы 1.1 (Я, Ar) J -достижима в G. Противоречие. 

Пусть L не принадлежит #. Ввиду леммы 1.3 подгруппы Н$ и А'5 

субнормальны в G. По теореме Виландта [4] подгруппа (Н^,К^) также 
субнормальна в G. Ввиду теоремы Виландта из [10] подгруппа L нор
мализует (Я^,АГ^). Так как подгруппы Я и Ar $-достижимы в (Я, А'), 
то ввиду условия леммы (Я 5 , А5) = (Я, А')5. Отсюда, в частности, сле
дует, что подгруппа {Н^,К$) нормальна в (Я, А'). Значит , (Я 5 , А'5) — 
нормальная подгруппа группы (Я, A')L = G. Если (Я 5 , А^) ^ 1> то, пере
ходя к фактор-группе G/(H$, A'**), приходим к противоречию. Значит , 
( # * , # * ) = (Я, 1Г)* = 1, т. е. < Я , А ) е З -

Ввиду леммы 2.3 подгруппа Я субнормальна в HL. Поэтому из 
Я G 3 на основании леммы 2.2 имеем Я С (HL)$. О т с ю д а следует, что 
HL = (HL)$L. 

Так как L — минимальная нормальная подгруппа группы G и L 
не принадлежит 5, то Я £ = (HL)$ х L. Отсюда Я £ = Я х L. Анало
гично показывается, что A'L = A' x L. Таким образом, L нормализует 
подгруппу (Я, А). Так как (Я, K)L = G, то подгруппа (Я, А) нормальна 
в G. По определению {Я, А'} — 5-достижимая подгруппа группы G. 
Снова пришли к противоречию. Лемма доказана. 

Нам понадобятся некоторые дополнительные сведения о наслед
ственной локальной формации $, обладающей решеточным свойством 
для ^ -достижимых подгрупп. Отметим, что ввиду [8, теорема 1, лем
ма 4] такая формация является классом Фиттинга. Это дает нам право 
говорить далее об ^-радикале группы G. 

Лемма 2.5. Пусть $ — наследственная локальная формация, обла
дающая решеточным свойством для ^-достижимых подгрупп. То
гда любая $-достижимая ^-подгруппа группы G содержится в ее $-
радикале G j . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — группа наименьшего порядка, обла
д а ю щ а я #-достижимой ^-подгруппой Я , не лежащей в Gy. Очевидно, 
что группа G не является простой. Пусть N — минимальная нормаль
ная подгруппа группы G. Ввиду выбора группы G имеем 

HN/N С {G/N)d = K/N. 

Если К — собственная подгруппа группы G, то Я С К$, а значит , 
Я С G$. Противоречие. 

Таким образом, G/N Е #. Отметим, что наличие в G еще одной ми
нимальной нормальной подгруппы приводит к тому, что G Ed- Поэто
му N — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Так как формация # является насыщенной, то CQ(N) С N. 

Пусть N не принадлежит #. Предположим, что HN — собственная 
подгруппа G. Тогда ввиду выбора группы G имеем Я С (HN)$. Так 
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как N £ J, то {HN)$ П ЛГ = 1. Поскольку Н ф \, приходим к проти
воречию с условием CG(N) С N. Значит , #iV = G. По определению 
5-достижимой подгруппы существует цепь G = Go 2 ^п Э • • • Э Gt = Я , 
в которой д л я любого г = 1,2,. . . , / либо G, < G,-_i, либо Gf^j С (?,•. В 
частности, либо G\ < G, либо G 5 С G\. Так как G\N = G м G$ = N, то 
оба случая приводят к противоречию. 

Итак, N G #. Тогда все композиционные факторы группы G при
надлежат #. Ввиду [8, лемма 6] подгруппа Я {^-субнормальна в G. 
По [8, лемма 4] она содержится в j - р а д и к а л е группы G. Снова пришли 
к противоречию. Лемма доказана. 

Лемма 2.6. Пусть # — формация, представимся в виде $ = ЗД1 х # , 
где 7г(Ш1) П тг(й) = 0 , ЯЛ = ЯЯ2 — непустая наследственная формация, 
S) = x,-€ /6T- , причем 7Г/ П 7г* = 0 д л я всех k ф I из I. Пусть Н — #-
достижимая подгруппа группы G. Если К — нормальная подгруппа 
группы G, то {НКу = Н*К*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — группа наименьшего порядка, для 
которой лемма неверна, т. е. (НК)^ ф Н^К^. Так как подгруппа И 
ЗЧдостижима в Я А', то ввиду выбора групп G можем с ч и т а т ь , что 
G = И К. 

Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G. Так 
как подгруппа HL/L ^ -достижима в G/L, то из \G/L\ < \G\ следует, что 

(HL/L)*(KL/L)* = {G/Lf. 

Ввиду [2, лемма 1.2] имеем H^K^L = G^L. Так как формация $ на
следственна, то Я 5 С G 5 и А"5 С G1*. Если либо Cores (А^) ф 1, ли
бо Согеа(Я^) ф 1, то, выбрав подгруппу L либо в Соге^(АГ^), либо 
в Core G (# 5 ) , получим из HdK*L = G*L равенство Я*А«* = G* = (ЯА')*. 
Противоречие. 

Значит , Cores (Я1*) = 1 и Cores (А ̂ ) = 1. Из последнего равен
ства и нормальности К в G имеем, в частности, что К G S- Поэтому 
H^L = G^L. Допустим, что Z, не содержится в G1*. Тогда из Н^ С G* 
следует равенство Н^ПЬ = 1. Сравнивая порядки подгрупп Я ^ £ и G^L, 
приходим к равенству Я 5 = G5 . Противоречие с выбором группы G. 

Итак, Soc(G) С G5 . Ввиду леммы 1.3 подгруппа Я * субнормальна 
в G. О т с ю д а на основании теоремы Виландта [10] имеем L С HQ{H^). 
Теперь Я1^!/ = G* влечет Н* < Gff. Ввиду изоморфизма G$/H$ ~ L/LD 
Я 5 получаем G^/H^ G form(L). Значит , Я 5 содержит нормальную в G 
подгруппу (G#)form<L). Так как CoreG(H*) = 1, то G* G form(L), т. е. G* — 
характеристически простая группа. Теперь из К G $ и Soc(G) С G** 
следует, что К G # ь где # i = ЯЯ либо fli = б*, д л я некоторого г G 
I. Так как Я А' = G, то Я Дх-достижима в G. Поскольку подгруппа 
Я^ 1 субнормальна в G и все композиционные факторы на участке от 
Я ^ 1 до G принадлежат # i , из fli = $)\ на основании леммы 2 из [11] 
вытекает , что G^1 С Я^ 1 . Так как формация S)\ наследственна, то 
H^CG^. 

Из строения формации 5 следует, что G/G^ — A/G^ x B/G^, причем 
A/G 5 G 5)i, Я / G 5 — 7г'-группа, где тг = TT(#I). Так как G 5 Е Я ь то 
G^ — нормальная холловская 7Г-подгруппа группы В. Значит , В — 
G^\B\, где В\ — холловская 7г'-подгруппа группы В. Так как G/B G Д ь 
то G^1 С В = G$ \ В\. Включение GlT#i С G^1 очевидно. З н а ч и т , 
G*l=Gr\Bx. 

Аналогично показывается, что Я^ 1 = Н* X Н\, причем Н$ — нор
мальная холловская 7Г-подгруппа группы Я, Н\ — холловская 7г'-под-
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группа Я . Так как Я^ 1 = G^1, то Я* X Н\ = Gl* X B\. О т с ю д а следует, 
что Я** = G**. Снова пришли к противоречию. Лемма доказана. 

Доказательство следующей леммы осуществляется простой про
веркой. 

Л е м м а 2.7. Пусть G = (Т, S), где Т и S — подгруппы группы G. 
Если G = Я х А', причем Н и К — холловские подгруппы G, то Я = 
( Я П Г , Я П Я ) , А = ( А П Т , A f l S ) . 

Теорема 2 .1 . Пусть $ — формация, представимся в виде 3 = 9Я х 55, 
г д е 7г(ЙЯ) П 7г(#) = 0 , 9Л = 9Я2 — непустая наследственная формация, 
$) = х,-€/в,г^, причем Ж1 Г) 7Г* = 0 д л я всех k ф I из I. Тогда формация # 
индуцирует WA'-оператор. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G — группа наименьшего порядка, обла
д а ю щ а я некоторыми ^-достижимыми подгруппами Я и А', д л я ко
торых (Н,К)^ ф (Н^УК^). Так как подгруппы Я и А' $-достижимы 
в (Я, А), то ввиду выбора группы G можем считать , что G = (Я, А). 

Среди всех пар ^-достижимых подгрупп группы G, д л я которых 5-
корадикал порождения не равен порождению #- ко радикалов, выберем 
пару Я , А' с наименьшей суммой индексов в группе G. Таким образом, 
для # -достижимых подгрупп Я и А группы G имеем 

{Н,К)*ф(Н*,К*), 
а д л я любых #-достижимых подгрупп Н\ и A'i, д л я которых \G : # i | + 
|G : A'i| < \G : Я | + \G : A'|, справедливо равенство 

(Я1 ,Л'1)8 = (Я5,А'15). 

Пусть L — минимальная нормальная подгруппа группы G. Если L 
не содержится в G J , то Lf)G^ = 1. Так как формация # наследственна, 
то (Н^,К$) С G1*. Ввиду выбора группы G 

{(HL/L)*,(KL/L)d) = G*L/L. 

О т с ю д а (H^,K^)L = G^L. Сравнивая теперь порядки групп (Я 5 , А'5) 
и G**, получаем (Н^,К$) — G*, что противоречит выбору подгрупп Я 
и А'. 

Значит , любая нормальная подгруппа L группы G содержится 
в G^, и (H^,K^)L = G^. Предположим, что L не содержится хотя бы 
в одной из подгрупп Я и А'. Пусть д л я определенности L не содер
ж и т с я в Я . Так как подгруппа HL $-достижима в G и выполняется 
неравенство \G : HL\ 4- |G : К\ < \G : Н\ + \G : А|, то 

G* = (Я£, А)* = ((HL)*,K*). 
Ввиду теоремы 1.1 формация $ обладает решеточным свойством 

д л я 5-достижимых подгрупп. Поэтому на основании леммы 2.6 спра
ведливо равенство (HL)$ = Н$L&ш Значит , 

G* = {НЧ*,К*) = (H*,K*)L*. 

Так как L — минимальная нормальная подгруппа группы G, то из 
L$ <\ G следует, что либо L £ #, либо L$ — L. 

Если L £ #> то сразу же приходим к противоречию. Значит , L$ = 
L. Ввиду леммы 1.3 подгруппы Я у и А'** субнормальны в G. По теоре
ме В и л а н д т а [4] подгруппа (Я^ ,А 5 ) также субнормальна в группе G. 
Поэтому из [10] вытекает, что подгруппа L нормализует (Я**, А'**). От
сюда из равенства G* — (Н$,К$)Ь следует, что подгруппа (Н$,К$) 
нормальна в G5 . 
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Пусть Т — минимальная нормальная подгруппа группы L. Обо
значим S) = form(T). Так как С*/(ЯУ,АГ5) ~ L/L П (Н*,Кд) Е form(T), 
то (G 5 )* С (Я 5 , А'5). Пусть (G*)* ^ 1. Рассмотрим группу G/(G*)*>. 
Ввиду выбора группы G из (G5)^ С (Я5 ,А'^) следует, что G^UGfi)* = 
(Н*,Кд)/(С*)*>, откуда GlT = (Нд

}Кд). Противоречие. Тем самым 
(G1*)^ = 1. Это означает, что G^ Е form(T), т. е. G^ — элементарная 
группа. 

Рассмотрим подгруппу Hi = (Н,К$). Предположим, что Н\ = G. 
Ввиду леммы 1.3 подгруппа Н^ субнормальна в G. Из элементарно
сти группы G 5 следует, что Я ? — нормальная подгруппа группы G 5 . 
Так как G = (Я, /С5) = HG^, то из нормальности Я 5 в Я имеем Я ^ < G. 
Если Я1* ^ 1, то, переходя к фактор-группе G/H^, придем к противо
речию с выбором подгрупп Я и К. Если же Н^ = 1, то Н П G^ = 1. 
Действительно, если Я О G** — неединичная группа, то в в и д у лем
мы 2.5 G$ П G^ — неединичная группа. Так как G^ — элементарная 
группа, то G 5 С Gy. Но тогда ввиду леммы 2.5 HG* = G С Gy, т. е. 
G Е #, что противоречит выбору группы G. Итак, Я О G 5 = 1. Снова 
ввиду леммы 2.5 Я С Gy. Отсюда G = G$ x G5 . Так как все мини
мальные нормальные подгруппы группы G лежат в G^, то G = G^. Из 
HG* = G и Я П С * = 1 следует, что Я = 1. Так как (Я, А') = G, то А' = G. 
Отсюда , очевидно, G5 = (Н^}К^). Противоречие с выбором группы G. 

Итак, Н\ = (Я, А'1*) — собственная подгруппа группы G. Так как 
подгруппы Я и А' ^ -достижимы в Я}, то в силу выбора группы G 

Я? = (Я, А'*)* = (Н*,(К*)*). 

Рассмотрим подгруппу A'i = (Я^,АГ). Как и д л я Я ь показывается , 
что A'i — собственная подгруппа группы G. Ввиду выбора группы G 
отсюда имеем A'f = (К,Н*)* = ( t f»,(#*)*) . 

Согласно лемме 1.3 Я1* — субнормальная подгруппа группы G^. 
х ак как G* элементарна, то Я 5 < G*. Ввиду леммы 1.1 Я П G^ — (?-
д о с т и ж и м а я подгруппа группы G^. Рассмотрим подгруппу Н DG^ /Н^ 
группы G^/H^. На основании леммы 1.2 она #-достижима. Кроме того, 
из наследственности формации $ вытекает, что Я П G^/H$ 
Е J . Поэтому в силу леммы 2.5 

Hf\G*/Hd C(G*/H*)d. 

Если Я О G^/Н^ — неединичная группа, то (G^/H^)$ ф 1. Поэтому 
из элементарности группы G1^ следует, что G^ Е #. Значит , L G | , 
что противоречит равенству Lv^ = L, Таким образом, Я1* — Н Г) G*. 
Аналогично показывается, что К$ = К flG^. 

Предположим что Hi = Я , A'i = А'. Тогда А'* С Я и Я 5 С А". 
О т с ю д а имеем А'* С Я П G* = Я * и Я * С А П G* = А'5. Тем самым 
Я 5 = # 3 . Так как Н* < Я , А'* < А', то Я * = А'5 < (Я, А'} = G. Если 
Я ^ — неединичная группа, то, переходя к фактор-группе G/Н$', придем 
к противоречию с выбором группы G. Значит , Я Е 5 и /{ Е 3 . Ввиду 
леммы 2.5 G Е #. Снова пришли к противоречию. 

Итак, либо Hi ф Я , либо К\ ф А\ Отсюда следует, что 
\G : Hi\+ \G : Ki\ < \G : H\ + \G : К\. 

Так как формация # обладает решеточным свойством д л я #-достижи
мых подгрупп, подгруппы Hi и К\ J -достижимы в G. Значит , из вы
бора подгрупп Я и К имеем 

G* = ( # i , # i ) * = (Н?,1ф = (Н*,(К*)*9К*,(Н*)*) = (Н*,К*). 
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Противоречие. 
Остается рассмотреть случай, когда L С Я П А\ Пусть L = L$. Так 

как L С Я , ввиду наследственности формации 5 имеем LH^/Н^ € 5-
О т с ю д а L/ЬПН^ Е 5- Если L не содержится в Я**, то I/** — собственная 
подгруппа L, что противоречит условию L$ = L. Значит , L С Я 5 . В 
этом случае 

G* = (H*,K*)L = (Я 5 , Л'5). 
Противоречие с выбором подгрупп Я и Л'. 

Пусть L £ $. Как и выше, показывается, что G1* — элементарная 
группа. О т с ю д а следует, что G5 С G$. Предположим, что Я — соб
ственная подгруппа группы HG$. Тогда из соотношения \G : HG$\ + \G : 
А | < \G:H\ + \G:K\ имеем 

G» = (HGd,K)* = ((HG$)*J<*) = (Я*, А*). 

Противоречие. Поэтому ЯС$ = Я , а значит, G$ С Я . Аналогично 
показывается, что Gj С Л'. Таким образом, G$ С Я ПА. 

Существует лишь конечное число индексов г из J, д л я которых 
7r(G) П 7Г, ^ 0- Пусть д л я определенности это будут 1,2,...,*. Т ак как 
группа G 5 элементарна и принадлежит 5, то G5 — разрешимая тг,-
группа д л я некоторого г £ {1,2 , . . . , t} либо G** Е ЗЯ. 

Пусть сначала G^ — разрешимая 7Г,-группа д л я некоторого i £ 
{ 1 , 2 , . . . , / } . Не нарушая общности рассуждений, можем считать , что 
G^ — тгх-группа. Из строения формации # вытекает, что 

G/G* = M/G* х Si/G* х .-• х St/Gd, 

где M/Gff € ЯЯ, S i / G 5 6 6Wl,...,St/G* G б*,. Пусть среди подгрупп 
M / G ^ , 5 i / G ^ , . . .}St/G^ хотя бы две я в л я ю т с я неединичными. Тогда 
порядки всех э т и х подгрупп меньше |G|. Так как Н Г) К Э G$, ввиду 
леммы 2.7 

М = ( Я П М , Л ' П М ) , S,- = (ЯП S,-, М П 5,-) 
д л я всех i = 1,2,.. .,2. В силу леммы L1 подгруппы Н Г) М и КОМ #-
д о с т и ж и м ы в G. Так как подгруппы (НГ)М)$ и (А'ПМ)5 субнормальны 
в G, ввиду элементарности группы G^ подгруппы (НПМ)$ и (А'ПМ)^ 
нормальны в G ? . Отсюда, в частности, следует, что М^ = (ЯПМ)^(А'П 
М)^. Аналогично показывается, что Sf = (Н П Si)^(K П Si)** д л я всех 
i = l , 2 , . . . , * . 

По лемме 2.6 

G* = M * S ? . . .sf = ( я п м ) * ( / т м )*(#nSi)*(#nSi) f f . . . (Hnst)*(Knst)d 

= ((Я П М)*(Я П Si)5 . . . (ЯП St)*)((K П М)*(А П Si)5 . . . (А П St)d) 
= ((Я П Af )(Я П Si ) . . . (Я П &))*(( А П Af)... (А' П St))*. 

Так как Af/G5, S i / G 5 , . . . ,S</G5 — нормальные холловские подгруп
пы группы G/G 5 , то Я П M/G 5 , Я П S i / G 5 , . . . , Я П S t /G* — нормаль
ные холловские подгруппы группы H/G^. Отсюда следует, что Я = 
(Я П М)(Н П S i ) . . . (Я П Sf). Аналогично показывается, что А' = (К П 
М)(А n S i ) . . . (A nSt). Значит , G5 = Я 5 А 5 . Противоречие. 

Итак, одна из подгрупп Af/G5, S i / G 5 , . . . , St/G^ совпадает с группой 
G/G^. Возможны три случая: либо М = G, либо Si = G, либо t = 2 
и S2 = G. 

Пусть М — G. Тогда G5 = Si — холловская 7Г1-подгруппа груп
пы G. Поскольку группа G5 разрешима, она является элементарной 
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абелевой группой. Рассмотрим группу Н/Н^. Так как она принадле
ж и т формации #, имеем 

Н/Н* = G*/Hd х R/H*, 

где R/ Н^ — холловская тг(9Я)-подгруппа группы Н/Н^. Так как G^/H^ 
абелева, то Н^К^ — нормальная подгруппа группы Я . Таким образом, 
подгруппа Н*К$ нормальна в группе (Я, А') = G. Ввиду леммы 2.5 
G/H*K* G #• Значит , G* С Н$К^. Обратное включение следует из 
наследственности формации #. Противоречие. 

Пусть теперь S\ — G. Тогда G £ &к1 С #. Противоречие с выбором 
группы G. 

Пусть < = 2 и 5г = G. Тогда G** — S\ — холловская 7Г1-подгруппа 
группы G. Более того, G* — элементарная абелева подгруппа G. Так 
как ЯJН^ £ 5, имеем 

Н/Н* = G * / # * х F/H*, 

где F/Н* — холловская ^ - п о д г р у п п а группы Н/Н^. О т с ю д а следует, 
что F/H^ нормализует подгруппу Н^К^/Н^ группы G^/H^. Из абе
левости группы G** вытекает, что нормализатор Н^К^ содержит G$. 
Значит , Н$К* — нормальная подгруппа группы Я . Аналогично пока
зывается , что подгруппа Н^К$ нормальна в А'. Поэтому Н$К$ <3 G. 
О т с ю д а легко следует, что Я 5 К * = G*. Противоречие. 

Остается рассмотреть случай, когда G^ — 9Я-группа. Так как 
G/G* е 3, то 

G/G* = М/С* х Si /G* х . . . х S«/G*, 
где M/G* Е ЯП, Si /G* 6 6 Ж 1 , . . . ,S t /G* <Е в т < . Если хотя бы д в е из 
э т и х подгрупп я в л я ю т с я неединичными, то, рассуждая описанным 
выше образом, на основании лемм 2.6 и 2.7 приходим к противоречию 
с выбором группы G. 

Итак, одна из подгрупп M/G^ ,S\/G^,.,., St/G^ совпадает с группой 
G/G^. Возможны лишь д в а случая: либо М = G, либо t — 1 и 5i = G. 

В первом случае G/G^ £ Ш. Поэтому из Ш — УЯ2 и G* £ ОТ следует, 
что G G 9Л. Противоречие. 

Рассмотрим второй случай. Тогда G* — холловская 7г(ОТ1)-подгруп-
па группы G, причем группа G* элементарна (абелева либо неабелева). 
Так как Н/Н* е #, то 

Н/Нд = Gd/Hd х R/H*, 

где R/ Н^ — холловская ^ - п о д г р у п п а группы Н/Н$. О т с ю д а следует, 
что Я / Я * нормализует Я*А'*/Я*. Поскольку подгруппа Я * Я * суб
нормальна в G*, из элементарности группы G* следует, что Я*А'* — 
нормальная подгруппа группы G*. Значит , Н^К$ О Я . Аналогично 
показывается, что Я*А'* < А'. Таким образом, Я*А'* — нормальная 
подгруппа группы G, что приводит к противоречию. Теорема доказа
на. 

Следствие 2 .1 . Непустая наследственная формация ЯЛ = 9Л2 инду
цирует WК-оператор. 

Следствие 2.2. Пусть Ш = 9Я2 — непустая наследственная форма
ция. Тогда # = ЯЛ х Ф,г/(яя) индуцирует WК-оператор. В частности, 
формация (б* х <5Ж1 индуцирует WK-оператор. 

Напомним, что группа G называется 7г-разложимой, если G = Gn x 
GTT' И G* нильпотентна. 
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Следствие 2.3. Формация всех ж-разложимых (всех разрешимых 
ж-разложимых) групп индуцирует WК-оператор. 

Следствие 2.4. Формация # = х^/б*-, , где жк П яг/ = 0 д л я всех А: ^ f 
из 7, инлуцирует WК-оператор. 

Следствие 2.5 [12]. Формация 91 всех нильпотентных групп инлу
цирует WК-оператор. 

Опишем теперь все разрешимые формации, индуцирующие WK-
оператор. 

Теорема 2.2. Пусть 5 — непустая разрешимая формация. Форма
ция 5 тогда и только тогда инлуцирует W К-оператор, когда предста-
вима в виле $ = х^/б*-, , гле жк П 7Г/ = 0 лля всех к ф I из I. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если формация 5 представима как 5 = х ^ / б * , , 
где Жк П 7Г/ = 0 д л я всех к ф I из I, то ввиду следствия 2.4 она индуци
рует И^А'-оператор. 

Пусть теперь $ — непустая разрешимая формация, индуцирующая 
1УА'-оператор. Ввиду леммы 2.1 формация 5 наследственна. На осно
вании леммы 2.2 она является радикальным классом. Следовательно, 
ввиду [9, теорема 1] формация является насыщенной, а ввиду [13, те
орема 7.25] она будет локальной. Теперь на основании теоремы 1.1 и 
леммы 2.4 формация $ представима в виде 5 = x ie /®*, , г ^ е ^к П ж\ = 0 
д л я всех к ф I из I. Теорема доказана. 

§ 3. WJftT-операторы 
и перестановочность $-достижимых подгрупп 

Развивая теорему о перестановочности субнормальных подгрупп, 
одна из которых перфектна, Виландт [12], применяя развитую им тео
рию операторов, показал, что в конечной группе субнормальные под
группы Я и К перестановочны, если ( |# : Н'\,\К : К'\) = 1. Однако 
уже в 1970 г., возвращаясь к этому результату, он заметил в [6], что 
подгруппы Н и К перестановочны тогда и только тогда, когда при 
любом гомоморфизме группы (Я, А') в нильпотентную группу образы 
подгрупп Я и К перестановочны. Пять лет спустя Брюстер [5] по
казал, что условие конечности группы G в теореме Виландта можно 
отбросить. Таким образом, результаты Виландта и Брюстера реду
цируют вопрос перестановочности субнормальных подгрупп к ниль-
потентному случаю. 

Аналогичный подход мы применяем и в теории $-достижимых 
подгрупп. В случае, когда формация # индуцирует И^А'-оператор, мы 
показываем, что достаточно исследовать вопрос перестановочности 
таких подгрупп в ^-группах. Это позволяет в качестве следствия ре
ш и т ь усиленную гипотезу Кегеля (см. [1]), установив для формации 3, 
индуцирующей 1У/\-оператор, что две 3-достижимые подгруппы Я 
и К группы G перестановочны, если Я = Н^ = Н'. 

Лемма 3.1. Пусть $ — непустая формация, индуцирующая WКо
оператор. Пусть Я и К — ^-достижимые подгруппы группы G. Если 
НК = КН, то Н*К* = К*Н*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО лемме 1.1 подгруппа Я 5 -Д° с т ижима в НК. 
Поэтому существует цепь 

НК = Но D Нх D • • • Э Нк = Я, 

в которой либо Hi <3 Я г _ь либо Hf_i С Яг д л я всех г = 1,2,.. .,к. 
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Применим индукцию по к. Пусть к = 0. Тогда К С Я . Так как фор
мация J наследственна, то А ' Я 5 / Я 5 € $. Из изоморфизма Н$К/Н$ ~ 
К/К П Я 5 следует, что А'5 С Я 5 . Теперь, очевидно, Я 5 А'5 = АТ5Я5. 

Пусть Аг > 0. Так как Н С Н\ С НК и Я А = А Я , то ввиду тожде
ства Дедекинда Н{Н\ П Л') = Н\ П Я А' = Я ь По лемме 2.4 Ях П А' — 
5-достижимая подгруппа группы Я А . В силу тождества Дедекинда 

Н(НХ П А) = Hi П Я А = А Я П Я 1 = (А П Я ^ Я = (Я2 П А')Я. 

Кроме того, цепь Н\ = Н(Н\ Г) К) Э Н\ Э • • - Э Hk = Н содержит к — 1 
членов. Поэтому по индукции H*(Hi П А')5 = (Я1 П А ) 5 Я 5 . 

Если Ях — нормальная подгруппа группы ЯА', то из характери
стичности Я 5 в Ях следует, что Я 5 <3 Я А . Отсюда, в частности, сле
дует, что подгруппы Hf и А'5 перестановочны. Если Н\ Э (ЯА')5 , то из 
условия леммы вытекает, что (Я 5 , А'5) С Н\. Поэтому А'5 нормализует 
подгруппу Hf, а значит, Я 5 А'5 = А 5 Я 5 . 

Итак, подгруппы Я} и А'5 перестановочны. Ввиду леммы 2.1 (ЯхП 
А')5 С А'5. Кроме того, из перестановочности подгрупп Я 5 и (Н\ ПА')5 , 
а также из условия леммы получаем, что 

Hf = Н*(НХ П А ) 5 = (Ях П А ) 5 Я 5 . 

О т с ю д а окончательно имеем 

Я 5 А 5 = Я 5 (Я Х П А ) 5 А 5 = Я ? А 5 = А 5 Я 5 = К*(НХ П # ) * # * = А ^ Я 5 . 

Лемма доказана. 

Лемма 3.2. Пусть $ — непустая формация, индуцирующая WK-
оператор. Если Я и К — $-достижимые подгруппы группы G, то спра
ведливы следующие утверждения: 

1) если Я 5 А ' 5 = А ' 5 Я 5 , то Я 5 А = А Я 5 ; 
2) если Я А = А Я , то Н*К = А Я 5 ; 
3) если Я А 5 = А 5 Я , то Я 5 А = А Я 5 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Так как Я 5 А' 5 = А ' 5 Я 5 , то Я 5 А = Я 5 А 5 А = 

(Я 5А' 5 )А\ Ввиду леммы 1.1 подгруппы Я и А З-Достижимы в (Я, А'). 
Поскольку 5 индуцирует РУА'-оператор, то (Я, А')5 = (Я5 ,АГ5). Так как 
AT нормализует подгруппу (Я, А')5, то (Я, А')5А' = А'(Я, А')5. Снова при
меняя условие леммы, окончательно имеем 

Я 5 А = А(Я, А ) 5 = А Я 5 А 5 = А Я 5 . 

2. Так как Я А = А Я , по лемме 3.1 Я 5 А ' 5 = А 5 Я 5 . Теперь из 
утверждения 1 вытекает, что Я 5А' = А'Я5 . 

3. Так как Я А'5 = А'5Я, то из утверждения 2 вытекает, что Я 5 А'5 = 
А 5 Я 5 . Теперь ввиду утверждения 1 имеем Я 5 А' = А'Я 5 . Лемма дока
зана. 

Лемма 3.3. Пусть $ — непустая формация, индуцирующая WK-
оператор. Пусть Я и К — #-достижимые подгруппы группы G. Под
группы Я 5 и К перестановочны, если выполняется одно из условий: 

1) ( Я 5 ) ' = Я 5 ; 
2) все абелевы композиционные факторы подгруппы Я принадле

жат формации $. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 1.3 подгруппы Я* и К* субнор
мальны в G. Если ( Я 5 ) ' = Я 5 , то по теореме Виландта [4] подгруп
пы Я 5 и К* перестановочны. Из утверждения 1 леммы 3.2 имеем 
Н*К = КН*. 

Пусть теперь все абелевы композиционные факторы подгруппы Я 
принадлежат #. Рассмотрим цепь 

я э н* э н*2 2 • - • 2 нг э .... 
Так как группа G конечна, д л я некоторого натурального га получим 
Я5™ = Я » 1 т + 1 \ О т с ю д а следует, что ^-корадикал подгруппы со
впадает с Н* . Так как все абелевы композиционные факторы под
группы Я принадлежат формации #, то условие ( Я 5 ) 5 = Я 5 равно
сильно условию ( Я ^ т ) ' = Я5"*. Так как подгруппа Я 5 5 -Д° с тижима 
в Сг, то из утверждения 1 Я5"" Л' = КН*т. Ввиду утверждения 3 лем
мы 6.1 

Н*"-"КЪ = к*Н*ш~х). Применяя далее утверждение 1 лем
мы 3.2 га— 1 раз, получаем НК* = К^ Н. Отсюда ввиду утверждения 3 
леммы 3.2 окончательно имеем Н^К = КН*. Лемма доказана. 

Следствие 3.1. Пусть $ — формация, индуцирующая W К-оператор 
и содержащая все нильпотентные группы. Тогда для любых двух #-
достижимых подгрупп Я и К произвольной группы G справедливо 
равенство Н*К = А Я 5 . 

Следствие 3.2 [3]. Пусть 5 = #2 — наследственная формация, и 
пусть Н и К — ^-достижимые подгруппы группы G. Если Н = Н* 
и Я = #&, то НК = КН. 

Теорема 3.1. Пусть $ — непустая формация, индуцирующая WK-
оператор. Пусть Н и К — $-достижимые подгруппы группы J = (Я, А"). 
Если все абелевы композиционные факторы подгруппы Я принадле
жат #, то следующие утверждения равносильны: 

1) Я А = А Я ; 
2) J = HKJ*\ 
3) каждый гомоморфизм группы J в ^-группу переводит Н и К в 

перестановочные подгруппы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1 =» 2. Так как НК = А'Я, то J = Я А . Теперь 

J = JJ* = HKJ*. 
2 => 3. Пусть <£> — гомоморфизм группы J в некоторую ^-группу. 

Ввиду леммы 2.1 формация 5 наследственна. Поэтому 1пкр E $. Так 
как Im^> ~ J/Kertp, то Кег<^ Э J^. Из равенства J = HKJ$ следует, что 
HKJ^ = KHJ$. Поскольку J1* С Кег<£>, то НККет<р = КНКекр. О т с ю д а 
вытекает, что Я^А*5 = А^Я^ . 

3 => 1. Так как каждый гомоморфизм группы J в 5~гРУппу пере
водит Я и А в перестановочные подгруппы, то, в частности, HKJ^ = 
KHJ$. Так как формация # индуцирует W А'-оператор, то J* = (Я**, А у ) . 
Ввиду леммы 3.3 Я"*А' = А Я 5 и J* = Я 5 А 5 . На основании утвержде
ния 3 леммы 3.2 ЯА1* = А^Я. Поэтому 

HKJ* = НКНдКд = ЯА, А Я 7 * = КНН*К* = А Я . 

Из KHJ^ = KHJ^ окончательно имеем ЯА' = А'Я. Теорема доказана. 

Следствие 3.3. Пусть $ — формация, индуцирующая WK-оператор 
и содержащая все нильпотентные группы. Пусть Я и К — ^-достижи
мые подгруппы группы J = (H,K). Тогда следующие утверждения 
равносильны: 



1078 С. Ф. Каморников 

1) НК = КН\ 
2) J = Я Л 7 * ; 
3) каждый гомоморфизм группы J в ^-группу переводит Н и К в 

перестановочные подгруппы. 
Очевидно, что подгруппа Н группы G субнормальна в G т о г д а и 

только тогда, когда она 91-достижима (91 — формация всех нильпо-
тентных групп). Кроме того, ввиду следствия 2.5 формация 91 инду
цирует И^Л'-оператор. Поэтому имеем 

Следствие 3.4 [12]. Пусть А и В — субнормальные подгруппы груп
пы G. Тогда следующие утверждения равносильны: 

1) АВ = ВА\ 
2) (А,В) = АВ(А,В)*; 
3) каждый гомоморфизм группы (А, В) в нильпотентную группу 

переводит А и В в перестановочные подгруппы. 
Пусть # — непустая формация. Следуя [14], группу будем называть 

$-совершенной, если G = G^. 
Следствие 3.5. Пусть $ — формация, индуцирующая WK-onepa-

тор. Если ^-совершенная подгруппа Н ^-достижима в группе G и все 
абелевы композиционные факторы Н принадлежат $, то Н перестано
вочна с любой $-достижимой подгруппой группы G. 

Следствие 3.6. Пусть $ — формация, индуцирующая WK-оператор 
и содержащая все нильпотентные группы. Тогда каждая ^-совершен
ная ^-достижимая подгруппа группы G перестановочна с любой ^-дос
тижимой подгруппой группы G. 

Ввиду следствия 2.1 наследственная формация 5 = $ 2 индуцирует 
И7Л'-оператор. Отсюда имеем 

Следствие 3.7. Пусть $ = $2 — наследственная формация. Если 
Н — ^-совершенная ^-достижимая подгруппа группы G и все абелевы 
композиционные факторы Н принадлежат $, то Н перестановочна с 
любой ^-достижимой подгруппой группы G. 

Следствие 3.8. Пусть $ = #2 — наследственная формация, содер
жащая все нильпотентные группы. Тогда ^-совершенная ^-достижи
мая подгруппа группы G перестановочна с любой другой ^-достижи
мой подгруппой группы G. 

ЗАМЕЧАНИЕ. СВОЙСТВОМ $ = З2 обладают, например, формация $ 
всех 7г-разрешимых групп, формация $ всех ^-обособленных групп, 
формация $ всех 7г-отделимых групп (тг — некоторое множество про
стых чисел) . 

Ввиду следствия 2.4 формация 5 — х,е/©7Г1, где 7г&Пя7 = 0 для всех 
к ф I из I, индуцирует И^Л'-оператор. Значит , имеем 

Следствие 3.9. Пусть $ = x,-e/6W i , где 7Г/ П тг* = 0 для всех I ф к 
из I. Если Н — ^-совершенная ^-достижимая подгруппа группы G и 
все абелевы композиционные факторы Н принадлежат $, то Н пере
становочна с любой ^-достижимой подгруппой группы G. 

Следствие 3.10. Пусть 3 = х ^ / б ^ , где 7Г| П 7г* = 0 для всех к ф I 
из I. Если # 2 ЭД> то субнормальная подгруппа Н группы G, совпада
ющая со своим коммутантом, перестановочна с любой ^-достижимой 
подгруппой группы G. 

Следствие 3.11. Пусть $ — формация, индуцирующая WK-опера
тор. Если $ Э 91, то ^-совершенная субнормальная подгруппа группы 
G перестановочна с любой ^-достижимой подгруппой группы G. 
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В случае, когда формация #, индуцирующая WA'-оператор, явля 
ется локальной, теорема 3.1 может быть несколько улучшена. 

Теорема 3.2. Пусть f — максимальный внутренний локальный 
экран формации #, индуцирующей WК-оператор. Пусть И и К — 5-
достижимые подгруппы группы J = (Я, Л'), причем все абелевы компо
зиционные факторы группы Я принадлежат 5- Тогда и только тогда 
НК = А'Я, когда для всех р из 7г(5) каждый гомоморфизм группы J 
в f(p)-rpynny переводит И и К в перестановочные подгруппы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть НК = КН. Так как / — внутренний экран 
формации #, то f(p) С J д л я всех р из 7г(#). Теперь утверждение тео
ремы следует из теоремы 3.1. 

Пусть д л я всех р из ж($) каждый гомоморфизм группы J в Др)-
группу переводит Н и К в перестановочные подгруппы. Тогда, в 
частности, HKJf(p^ = KHJf^ для всех р из тг(З'). Ввиду леммы 2.1 
формация 3 наследственна. Кроме того, на основании леммы 2.4 она 
обладает решеточным свойством д л я J -достижимых подгрупп. По
этому ввиду теоремы 1.1 формация J представима в виде $ = ГО1 х # , 
где 7г(9Я) П 7г(#) = 0 , ЯЯ = 6т(яя)9Я — наследственная локальная форма
ция, й = х»€/®*1> причем 7Г̂ П7Г/ = 0 д л я всех к ф I из I. Тогда ввиду [15, 
лемма 1] /(р) = 9Я д л я всех р из 7г(ЯЯ) и /(р) = 6*, для всех р из Ж{, i € 7. 

Пусть J € 3- Так как 3 — наследственная формация, то Я G 3 , 
A" £ 3- Холловская тг(ЭЯ)-подгруппа <7,г(яя) группы J принадлежит ЯЯ 
и нормальна в J . Поэтому Нж(щ = Н Г\ */тг(яп) ? 7̂ \г(пл) = ТС П «7тг(ял)- Из 
условия следует, что 

HKJsl*) = KHjlb) 
д л я всех р из тг(3). Пусть р £ тг(9Я). Тогда ЯA'J1* = KHJm. Так как 
J Е 5, то J101 = ^/(ая). Теперь 

J = HKJ' = Я J* AV" = (Я^ал) х #*'(ая))Лг'(яи)(Я»(яп) х А,г'(яи))Л-'(яи) 

О т с ю д а и из Нж(щКж(Ш) Я «Аг(пл) следует, что Нж(щКж(<щ = Л(ая)- Ана
логично показывается, что 7т(яя) = Kr(m)H*(m)- Значит , 

Нж(щКж(щ = А'7Г(ап)Яя.(ют). 
Поскольку группа G конечна, существует лишь конечное число ин

дексов i из 7, д л я которых Зж% — неединичная группа. Пусть д л я опре
деленности этими индексами будут числа 1,2,...,/:. Описанным выше 
образом показывается, что НЖ{КЖ% = KniHWt для всех г = 1,2, . . . ,&.' Так 
как 

«7 z=- ^7г(ПЯ) X «Утг! X • • • X иЖк , 
то 

Я А' = (Нж(щНЖ1 .. .НЖк)(Кж^щКЖх .. .КЖк) 
= (#7г(ял) К*{т) ){Нжх КЖ1)... (НЖк КЖк) 
= (К*(т) Ят(як))(Ar

Wl Я ^ ) . . . (КЖк НЖк) 
= (/^(яо ЯЖ1 . ..КЖк)(Нж(ш)НЖ1 .. . Я , , ) = А Я . 

Пусть теперь группа J не принадлежит формации $. Рассмотрим 
группу J / J ? . Очевидно, что д л я любого р из тг($) каждый гомомор
физм группы J/jS в /(р)-группу переводит HJ$/J$ и KJ$ /J$ в пере
становочные подгруппы. Так как «7/7? 6 5, то, как показано выше, 
подгруппы HJ^/J^ и KJ$/J$ перестановочны. О т с ю д а следует, что 
J = HKJ^. Ввиду теоремы 3.1 окончательно имеем НК = КН. Теоре
ма доказана. 
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Следствие 3.12. Пусть f — максимальный внутренний локальный 
экран формации $} индуцирующей WK-оператор и содержащей все 
нильпотентные группы. Пусть Н и К — ^-достижимые подгруппы 
группы J = (Я, А'). Тогда и только тогда НК = КН, когда для всех 
простых р каждый гомоморфизм группы J в f(p)-rpynny переводит Н 
и К в перестановочные подгруппы. 

Следствие 3.13 [7]. Субнормальные подгруппы А и В группы G пе
рестановочны тогда и только тогда, когда для всех простых р каждый 
гомоморфизм группы (А, В) в р-группу переводит А и В в перестано
вочные подгруппы. 

Следствие 3.14. Пусть $ — формация всех ж-разложимых групп. 
Пусть И и К — ^-достижимые подгруппы группы G, причем 7г(\Н : 
Н*\) С тг, тг(\К : К*\) С тг'. Тогда НК = КН. 

Следствие 3.15. Пусть $ = <5Т х 0*/. Пусть Н и К —^-достижимые 
подгруппы группы G, причем тг(\Н : # 5 | ) С 7г, тг(\К : К$\) С 7г'. Тогда 
НК = КН. 

Следствие 3.16. Пусть $ — формация всех разрешимых 7Г-разложи-
мых групп. Пусть Н и К — ^-достижимые подгруппы группы G, при
чем тг(|# : Н'\) С тг, тг(\К : К'\) С тг'. Тогда НК = КН. 

Следствие 3.17 [12]. Пусть А и В — субнормальные подгруппы 
группы G. Если \А : А'\ и \В : В'\ взаимно просты, то подгруппы А 
и В перестановочны. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность профессо
ру Л. А. Шеметкову за полезные обсуждения и поддержку в работе. 
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