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1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны.

Группой Шмидта называется ненильпотентная группа, все собственные

подгруппы которой нильпотентны. Простая проверка показывает, что любая

ненильпотентная группа содержит по крайней мере одну подгруппу Шмидта

(т. е. подгруппу, являющуюся группой Шмидта). В связи с этим естественна

задача исследования строения групп, обладающих системой подгрупп Шмидта

с заданными свойствами.

В данной работе изучается строение конечной группы с системой σ-субнор-

мальных подгрупп Шмидта. Исследования инициированы следующими тремя

проблемами.

Проблема 1 [1, проблема 19.85]. Пусть каждая подгруппа Шмидта груп-
пы G σ-субнормальна. Верно ли, что существует такая нормальная σ-нильпо-
тентная подгруппа N , что группа G/N циклическая?

Проблема 2 [2, проблема 2.10]. Описать конечные группы, в которых каж-
дая подгруппа Шмидта σ-субнормальна.

Проблема 3 [3, проблема 4.7]. Описать конечные группы, в которых каж-
дая Nσ-критическая подгруппа σ-субнормальна.

Из [4, 5] следует, что для любого разбиения σ группа G является Nσ-кри-

тической тогда и только тогда, когда G — группа Шмидта и простые делители
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ее порядка принадлежат различным компонентам разбиения σ. Поэтому про-

блема 3 является более общей (по сравнению с проблемой 2): в ней требование

σ-субнормальности также налагается на подгруппы Шмидта, но не на все (как

в проблеме 2), а лишь на те, простые делители порядка которых принадлежат

различным компонентам разбиения σ.

Напомним, что концепция σ-субнормальной подгруппы базируется на сле-

дующих определениях. Пусть σ — некоторое разбиение множества P всех про-

стых чисел на попарно не пересекающиеся подмножества σi (i ∈ I), т. е. P =⋃
i∈I

σi и σi ∩σj = ∅ для всех i 6= j. При этом разбиение σ называется бинарным,

если σ = {π, π′} для некоторого множества π простых чисел.

Следуя [3], будем говорить, что группа G σ-примарна, если G является

σi-группой для некоторого i ∈ I.
Группа G называется σ-нильпотентной, если она является прямым про-

изведением некоторых σ-примарных групп, т. е. G представима в виде прямого

произведения своих холловых σi-подгрупп для некоторых i ∈ I.
ПодгруппаH группы G называется σ-субнормальной, если существует цепь

подгрупп H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G такая, что для каждого i = 1, 2, . . . , n
либо подгруппа Hi−1 нормальна в Hi, либо группа Hi/CoreHi(Hi−1) σ-при-

марна.

Понятно, что подгруппа H субнормальна в G тогда и только тогда, когда

она σ-субнормальна в G для минимального разбиения σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}.
Проблемы 1–3 активно исследовались для минимального разбиения σ.

В частности, в [6] доказано, что коммутант группы G нильпотентен, если в ней

все подгруппы Шмидта субнормальны. Полное описание групп с субнормаль-

ными подгруппами Шмидта предложено В. А. Ведерниковым в 2007 г. в [7].

Имеется также ряд публикаций, рассматривающих общий случай (см., на-

пример, [8–10]). Наилучший результат в этом направлении получен в [11],

где для произвольного разбиения σ установлена цикличность фактор-группы

G/Fσ(G) и тем самым положительно решена проблема 1.

В данной работе предлагается полное решение проблемы 3.

Наша главная цель — доказательство следующих двух теорем. Первая из

них дает решение проблемы 3 для бинарного разбиения. В теореме 2 общий

случай редуцируется к бинарному.

Теорема 1. Пусть π — некоторое множество простых чисел и σ = {π, π′}.
Пусть G — группа и G = G/Z, где Z = Zσ(G). Тогда и только тогда все Nσ-
критические подгруппы из G σ-субнормальны, когда выполняются следующие
утверждения:

1) G имеет абелев цоколь и G = [Soc(G)]H , где H — π-разложимая под-
группа из G;

2) если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G, где p ∈ π и q ∈ π′, то S =

Oπ(SOπ(G));
3) если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G, где p ∈ π′ и q ∈ π, то S =

Oπ
′
(SOπ′(G)).

Далее для группы G и разбиения σ = {σi | i ∈ I} полагаем

σ(G) = {σi ∩ π(G) | i ∈ I, σi ∩ π(G) 6= ∅}.

Следуя [7], группу Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой и ненор-

мальной циклической силовской q-подгруппой будем называть S〈p,q〉-группой.
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На основании предложенного в [12] подхода доказывается следующий ре-

зультат, решающий проблему 3 для произвольного разбиения σ.

Теорема 2. Пусть σ — некоторое разбиение множества всех простых чи-
сел и σ(G) = {σ1, σ2, . . . , σk}. Все Nσ-критические подгруппы группы G σ-
субнормальны тогда и только тогда, когда выполняется следующее условие:
если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G такая, что p ∈ σm, q ∈ σn для некото-
рых m 6= n ∈ {1, 2, . . . , k}, то S ⊆ Oσm∪σn(G) и S {σm, σ′m}-субнормальна в
Oσm∪σn(G).

Следствие. Пусть σ — некоторое разбиение множества всех простых чи-
сел и σ(G) = {σ1, σ2, . . . , σk}. Все Nσ-критические подгруппы группы G σ-
субнормальны тогда и только тогда, когда для любой пары чисел i 6= j ∈
{1, 2, . . . , k} все Nσ-критические (σi ∪ σj)-подгруппы группы G содержатся в
Oσi∪σj (G) и для разбиения {σi, σ′i} подгруппа Oσi∪σj (G) имеет строение, опи-
санное в теореме 1.

2. Определения и предварительные результаты

В работе используются определения и обозначения, принятые в [13]. За-

фиксируем некоторые из них:

— если π — некоторое множество простых чисел, то Gπ — холлова π-

подгруппа группы G;

— [A]B — полупрямое произведение подгрупп A и B (с нормальной под-

группой A);

— Socπ(G) — π-цоколь группы G, т. е. подгруппа из G, порожденная всеми

ее минимальными нормальными π-подгруппами;

— Nσ — класс всех σ-нильпотентных групп (в случае σ = {π, π′} класс Nσ
совпадает с классом всех π-разложимых групп; группа G называется π-разло-

жимой, если G = Gπ ×Gπ′);
— GNσ — σ-нильпотентный корадикал группы G, т. е. наименьшая нор-

мальная подгруппа группы G, фактор-группа по которой σ-нильпотентна;

— Oπ(G) — наибольшая нормальная π-подгруппа группы G;

— Oπ(G) — наименьшая нормальная подгруппа группы G, фактор-группа

по которой является π-группой;

— Fσ(G) — σ-подгруппа Фиттинга группы G (наибольшая нормальная σ-

нильпотентная подгруппа группы G; если σ = {π, π′}, то Fσ(G) = Oπ(G) ×
Oπ′(G)).

Основное строение групп Шмидта установлено в [14, 15].

Лемма 1. Пусть S — группа Шмидта. Тогда справедливы следующие
утверждения:

(1) π(S) = {p, q};
(2) S = [P ]〈a〉, где P — нормальная силовская p-подгруппа группы S, 〈a〉

— ее силовская q-подгруппа, 〈aq〉 ⊆ Z(S);
(3) P — N-корадикал группы S (N — класс всех нильпотентных групп);
(4) P/�(P ) — минимальная нормальная подгруппа группы S/�(P ), �(P ) =

P ′ ⊆ Z(S);
(5) �(S) = Z(S) = P ′ × 〈aq〉;
(6) CP (a) = �(P );
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(7) если Z(S) = 1, то |S| = pmq, где m — показатель p по модулю q.

Доказательство следующей леммы вытекает из основного результата в [4],

опирающегося на классификацию конечных простых групп, и теоремы 3 из [5].

Лемма 2. Пусть σ — некоторое разбиение множества всех простых чисел.
Тогда и только тогда группа G Nσ-критическая, когда G — группа Шмидта и
простые делители ее порядка принадлежат различным компонентам разбиения
σ.

Главный факторH/K группыG называется σ-центральным, если полупря-

мое произведение [H/K](G/CG(H/K)) является σ-примарной группой, в про-

тивном случае он называется σ-эксцентральным.

Доказательство следующей леммы осуществляется простой проверкой.

Лемма 3. Пусть π — некоторое множество простых чисел и σ = {π, π′}.
Главный фактор H/K группы G является σ-центральным тогда и только тогда,
когда выполняется одно из следующих двух условий:

1) группы H/K и G/CG(H/K) являются π-группами;
2) группы H/K и G/CG(H/K) являются π′-группами.

Нормальная подгруппа E группы G называется σ-гиперцентральной, ес-

ли либо E = 1, либо каждый главный фактор группы G, расположенный ни-

же E, σ-централен. Через Zσ(G) обозначается произведение всех нормальных

σ-гиперцентральных подгрупп группы G. Простая проверка показывает, что

подгруппа Zσ(G) также σ-гиперцентральна в G. Подгруппа Zσ(G) называется

σ-гиперцентром группы G. Если σ — минимальное разбиение множества всех

простых чисел, то σ-гиперцентр группы G обозначается через Z∞(G) и называ-

ется гиперцентром группы G. В этом случае, очевидно, Z∞(G) — наибольшая

нормальная подгруппа группы G, все G-главные факторы которой центральны.

Необходимые нам ключевые свойства σ-гиперцентра группы G, описанные

в предложении 2.5 из [16], содержатся в следующей лемме.

Лемма 4. ПустьG— группа, σ — разбиение множества всех простых чисел
и Z = Zσ(G). Пусть A и N — подгруппы группы G, причем N E G. Тогда
выполняются следующие условия:

1) A ∩ Z ⊆ Zσ(A);
2) ZN/N ⊆ Zσ(G/N);
3) если N ⊆ Z, то Z/N = Zσ(G/N);
4) группы G/CG(Z) и Z σ-нильпотентны;
5) если группа G/Z σ-нильпотентна, то G также σ-нильпотентна;
6) если A σ-нильпотентна, то AZ также σ-нильпотентна;
7) если N ⊆ Z, то A σ-субнормальна в G тогда и только тогда, когда AN/N

σ-субнормальна в G/N .

Лемма 5. Пусть π — некоторое множество простых чисел и σ = {π, π′}.
Если N — нормальная подгруппа группы G и N ⊆ Zσ(G), то

1) если S является σ-субнормальной S〈p,q〉-подгруппой группы G, где p ∈ π
и q ∈ π′, то SN/N является σ-субнормальной S〈p,q〉-подгруппой группы G/N ;

2) если K/N — σ-субнормальная S〈p,q〉-подгруппа группы G/N , где p ∈ π
и q ∈ π′, и T — S〈p,q〉-подгруппа группы K, то T является σ-субнормальной
S〈p,q〉-подгруппой группы G и K = TN .

Доказательство. 1. Пусть S — σ-субнормальная S〈p,q〉-подгруппа груп-

пы G, где p ∈ π и q ∈ π′. Тогда ввиду леммы 2.6 из [3] SN/N является σ-
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субнормальной подгруппой группы G/N . Кроме того, ввиду утверждения 1

леммы 4 из

SN/N ≃ S/S ∩N,S ∩N ⊆ Zσ(S) = Z∞(S)

и строения группы Шмидта следует, что S/S ∩N является S〈p,q〉-подгруппой, а

значит, SN/N будет S〈p,q〉-подгруппой группы G/N .

2. По утверждению 1 подгруппа TN/N является S〈p,q〉-подгруппой группы

K/N , значит, K = TN . Поскольку K/N — σ-субнормальная S〈p,q〉-подгруппа

группы G/N , ввиду утверждения 7 леммы 4 подгруппа T σ-субнормальна в G.

Лемма доказана.

Группа G называется π-замкнутой, если она обладает нормальной холло-

вой π-подгруппой.

Лемма 6. Пусть σ = {π, π′}, где π — некоторое множество простых чисел.
Если G — π-замкнутая группа и S — ее σ-субнормальная S〈p,q〉-подгруппа такая,
что p ∈ π и q ∈ π′, то S = Oπ(SOπ(G)). В частности, S E SOπ(G).

Доказательство. Ввиду леммы 2.6 из [3] подгруппа S σ-субнормальна в

SOπ(G). Поэтому по определению существует такая цепь подгрупп

S = S0 ⊆ S1 ⊆ · · · ⊆ Sn = SOπ(G),

что для каждого i = 1, 2, . . . , n либо подгруппа Si−1 нормальна в Si, либо

Si/CoreSi(Si−1) является π-группой, либо Si/CoreSi(Si−1) — π′-группа.

Отметим, что Si/CoreSi(Si−1) не может быть π′-группой, так как индекс

|Si : Si−1| является π-числом. Таким образом, для каждого i = 1, 2, . . . , n либо

подгруппа Si−1 нормальна в Si, либо Si/CoreSi(Si−1) — π-группа. Кроме того,

если подгруппа Si−1 нормальна в Si, то Si/Si−1 — π-группа, так как индекс

|Si : Si−1| является π-числом. Следовательно, Oπ(Si) ⊆ Si−1.

Итак, имеем субнормальную цепь

Oπ(S0) ⊆ Oπ(S1) ⊆ · · · ⊆ Oπ(Sn−1) ⊆ Oπ(Sn) = Oπ(SOπ(G))

такую, что Oπ(Si)/O
π(Si−1) — π-группа для каждого i = 1, 2, . . . , n. Но тогда

по лемме 3.1.7 из [17]

Oπ(S) = Oπ(SOπ(G)).

Если Oπ(S) — собственная подгруппа в S, то подгруппа Oπ(S) нильпотентна, а

потому силовская q-подгруппа из S нормальна в S, что противоречит лемме 2.

Таким образом, S = Oπ(SOπ(G)) и подгруппа S нормальна в SOπ(G).

Лемма доказана.

Следуя [18], через Ap(G) будем обозначать группу NG(Gp)/GpCG(Gp). Си-

ловским графом группы G называется граф �A(G), у которого множество вер-

шин совпадает с множеством π(G) и пара (p, q) чисел p, q ∈ π(G) образует ребро

графа �A(G) тогда и только тогда, когда либо p ∈ π(Aq(G)), либо q ∈ π(Ap(G)).

Группа называется почти простой, если она обладает единственной минималь-

ной нормальной подгруппой, которая является простой неабелевой группой.

Лемма 7 [18, главная теорема]. Если G — почти простая группа, то �A(G)

— связный граф.

Из леммы 7, в частности, следует, что для разбиения σ = {π, π′}, где

π — некоторое множество простых чисел, в каждой простой неабелевой πd-
группе существует подгруппа Шмидта, которая является либо S〈p,q〉-группой,

либо S〈q,p〉-группой, где p ∈ π и q ∈ π′.
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3. Доказательство теоремы 1

Необходимость. Ввиду леммы 5, не нарушая общности рассуждений,

можно полагать, что Zσ(G) = 1 и все Nσ-критические подгруппы группы G
σ-субнормальны. Покажем, что тогда группа G имеет абелев цоколь и G =

[Soc(G)]H , где H — π-разложимая подгруппа из G. При этом если S — S〈p,q〉-
подгруппа группы G, где p ∈ π и q ∈ π′, то S = Oπ(SOπ(G)), а если S —

S〈p,q〉-подгруппа группы G, где p ∈ π′ и q ∈ π, то S = Oπ
′
(SOπ′(G)).

Из Zσ(G) = 1 следует, что G 6= 1 и в G имеется по крайней мере одна Nσ-

критическая подгруппа. Кроме того, G является πd-группой, т. е. π(G)∩π 6= ∅
и π(G) ∩ π′ 6= ∅.

Далее проведем доказательство в несколько шагов.

Шаг 1. �(G) = 1.

Предположим, что � = �(G) 6= 1. Пусть L — минимальная нормальная

подгруппа группы G, содержащаяся в �. Тогда L — элементарная абелева

r-группа для некоторого простого числа r. Предположим, что r ∈ π. Так

как Zσ(G) = 1, ввиду леммы 3 для некоторого p ∈ π′ найдется p-элемент x ∈
G, который не централизует L. Тогда L〈x〉 — ненильпотентная {r, p}-группа.

Пусть V — подгруппа Шмидта, содержащаяся в L〈x〉. Тогда V — S〈r,p〉-группа

и Vr ⊆ L. Более того, по лемме 2 V — Nσ-критическая подгруппа группы G.

Ввиду леммы 2.6 из [3] подгруппа V L/L σ-субнормальна в G/L. Так как V L/L
— p-подгруппа, по лемме 2.6 из [3]

V L/L ⊆ Fσ(G/L) = Oπ(G/L)×Oπ′(G/L).

Следовательно, V L/L ⊆ Oπ′(G/L). Но тогда по лемме 4.4 из [19] подгруппа V
нильпотентна; противоречие.

Случай r ∈ π′ аналогично приводит к противоречию.

Шаг 2. Soc(G) — абелева группа.
Предположим, что группа G содержит неабелеву минимальную нормаль-

ную подгруппу L. Тогда L представима в виде L = L1 × L2 × · · · × Lt, где L1,

L2, . . . , Lt — изоморфные простые группы. Предположим, что L1 — πd-группа.

Тогда по лемме 7 в L1 найдется подгруппа Шмидта S, которая является либо

S〈p,q〉-группой, либо S〈q,p〉-группой, где p ∈ π и q ∈ π′. Не нарушая общно-

сти рассуждений, можно считать, что S — S〈p,q〉-группа. Ввиду леммы 2 S —

Nσ-критическая подгруппа. Поэтому по условию S σ-субнормальна в G. По

лемме 3.1.5 из [17] подгруппа SNσ субнормальна в L1. Пришли к противоречию

с простотой группы L1.

Значит, L является либо π-подгруппой, либо π′-подгруппой. Пусть для

определенности L является π-подгруппой. Так как Zσ(G) = 1, ввиду леммы 3

подгруппа CG(L) не содержит некоторую силовскую q-подгруппу группы G, где

q ∈ π′. Следовательно, найдется q-элемент z ∈ G, который не централизует L.

Тогда L〈z〉 — ненильпотентная группа. Пусть S — подгруппа Шмидта, содер-

жащаяся в L〈z〉 . Тогда S — Nσ-критическая подгруппа, которая по условию

σ-субнормальна в G. Ввиду леммы 2.6 из [3] подгруппа S σ-субнормальна в LS,

а значит, по лемме 3.1.5 из [17] подгруппа SNσ субнормальна в LS. Так как

SNσ ⊆ L, то Op(L) 6= 1, что невозможно ввиду строения подгруппы L.

Случай π(L) ⊆ π′ аналогично приводит к противоречию. Следовательно,

все минимальные нормальные подгруппы группы G абелевы.

Шаг 3. В группе G существует самонормализуемая подгруппа H такая,
что G = [F (G)]H . При этом F (G) = Soc(G).
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Пусть F = F (G). Поскольку ввиду утверждения шага 1 �(G) = 1, то

по лемме 7.9 из [19] подгруппа F является прямым произведением абелевых

минимальных нормальных подгрупп группы G, т. е. F (G) = Soc(G). Кроме

того, в G найдется подгруппа H такая, что G = [F ]H и F ∩ H = 1. Пусть

K = NG(H). Допустим, что K 6= H . Тогда

K = H(F ∩K) = H × (F ∩K)

и (F ∩ K) 6= 1. Отсюда и из абелевости F в силу G = 〈F,H〉 ⊆ CG(F ∩ K)

имеем Z(G) 6= 1, откуда следует Zσ(G) 6= 1; противоречие с условием теоремы.

Следовательно, H = NG(H).

Шаг 4. Дополнение H к подгруппе F (G) в группе G является π-разложи-
мой подгруппой.

Предположим, что подгруппа H не является π-разложимой группой. Тогда

H обладает такой S〈p,q〉-подгруппой S, что либо p ∈ π и q ∈ π′, либо p ∈ π′ и

q ∈ π. Пусть для определенности p ∈ π и q ∈ π′. Ввиду условия теоремы

подгруппа S σ-субнормальна в G, а значит, по лемме 3.1.5 из [17] подгруппа

SNσ = Sp субнормальна вG. Отсюда ввиду следствия А.14.11 из [13] имеем Sp ⊆
Op(G). Последнее невозможно, так как ввиду утверждения шага 3 справедливо

равенство S ∩ F (G) = 1.

Шаг 5. Если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G, где p ∈ π и q ∈ π′, то
S = Oπ(SOπ(G)).

Ввиду леммы 2.6 из [3] подгруппа S σ-субнормальна в SOπ(G). Кроме того,

подгруппа SOπ(G) π-замкнута. Поэтому по лемме 6 справедливо равенство

S = Oπ(SOπ(G)).

Аналогично показывается, что если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G, где

p ∈ π′ и q ∈ π, то S = Oπ
′
(SOπ′(G)).

Необходимость доказана.

Достаточность. Ввиду леммы 5, не нарушая общности рассуждений,

можно полагать, что Zσ(G) = 1.

Пусть S — произвольная Nσ-критическая подгруппа группы G. Тогда вви-

ду леммы 2 S — S〈p,q〉-подгруппа группы G и простые числа p и q принадлежат

различным компонентам разбиения σ. Не нарушая общности рассуждений, бу-

дем полагать, что p ∈ π и q ∈ π′. Тогда по условию S = Oπ(SOπ(G)). Отсюда, в

частности, следует, что подгруппа S нормальна в SOπ(G). Так как подгруппа

SOπ(G)/Oπ(G) является q-группой для q ∈ π′, ввиду утверждений шагов 1 и 4

по теореме Холла имеем

SOπ(G)/Oπ(G) ⊆ Hπ′Oπ′(G)Oπ(G)/Oπ(G) = Oπ′(G/Oπ(G)).

Отсюда по лемме 2.6 из [3] получаем, что подгруппа SOπ(G) σ-субнормальна в

подгруппеHπ′Oπ′(G)Oπ(G), которая нормальна вG. Следовательно, подгруппа

S σ-субнормальна в G.

Теорема доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Необходимость. Пусть все Nσ-критические подгруппы группы G σ-суб-

нормальны в G. Покажем, что если S — S〈p,q〉-подгруппа группы G такая, что

p ∈ σm, q ∈ σn для некоторых m 6= n ∈ {1, 2, . . . , k}, то S ⊆ Oσm∪σn(G) и S
{σm, σ′m}-субнормальна в Oσm∪σn(G).
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Отметим, что так как по лемме 1 подгруппа S бипримарна, то из m 6=
n по лемме 2 следует, что она Nσ-критическая, а потому по условию S σ-

субнормальна в G. Ввиду теоремы А из [12] подгруппа S {σi, σ′i}-субнормальна

в G для любых i из {1, 2, . . . , k} (в частности, подгруппа S {σm, σ′m}-субнор-

мальна в G). Отсюда следует, что S {σi, σ′i}-субнормальна в G для любых i,
отличных от m и n. Тогда по лемме 2.6 из [3] S ⊆ Oσ′i(G) для всех i 6= m и

i 6= n. Следовательно, S ⊆ Oσm∪σn(G).

Достаточность. Пусть выполняется следующее условие: если S — S〈p,q〉-
подгруппа группы G такая, что p ∈ σm, q ∈ σn для некоторых m 6= n ∈
{1, 2, . . . , k}, то S ⊆ Oσm∪σn(G) и S {σm, σ′m}-субнормальна в G. Покажем,

что все Nσ-критические подгруппы группы G σ-субнормальны в G.

ПустьD — произвольнаяNσ-критическая подгруппа группы G. Ввиду лем-

мы 2 D — S〈p,q〉-подгруппа группы G и простые числа p и q принадлежат раз-

личным компонентам разбиения σ. Не нарушая общности рассуждений, будем

полагать, что p ∈ σ1 и q ∈ σ2. Тогда из условия теоремы следует, в частности,

что D ⊆ Oσ1∪σ2(G). Кроме того, подгруппа D {σm, σ′m}-субнормальна (а зна-

чит, и σ-субнормальна) в Oσ1∪σ2(G). Из Oσ1∪σ2(G) E G следует, что D будет

σ-субнормальной в G.

Теорема доказана.
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