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′
-ÃÐÓÏÏÅ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
ïîäãðóïïà H êîíå÷íîé 3

′
-ãðóïïû G σ-ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G,

òî ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â G.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íàÿ ãðóïïà, σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
ãðóïïà Ñóäçóêè.

ÓÄÊ: 512.542

DOI: 10.26907/0021-3446-2020-8-36-43

Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòåí [1] ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóáíîðìàëüíîñòè Âèëàíäòà: ïîäãðóïïà H êî-
íå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñóáíîðìàëüíà â
< H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G. Îòìå÷åííûé ðåçóëüòàò èíèöèèðîâàë ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé âîïðîñ äëÿ σ-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé ãðóïïû, ïîñòàâëåííûé À.Í. Ñêèáîé
â [2] ïîä íîìåðîì 19.84 (ñì. òàêæå âîïðîñ 7.5 èç [3]).
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ G ïîäãðóïïà H ãðóïïû G σ-ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx >.

Âåðíî ëè, ÷òî ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â G?
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà G � êîíå÷íàÿ 3

′
-ãðóïïà, äàåòñÿ â

òåîðåìå äàííîé ðàáîòû.
Êîíöåïöèÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû, ðàçâèâàþùàÿ èäåþ ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïû

èç [4], ïðåäëîæåíà À.Í. Ñêèáîé â ðàáîòå [5]. Ýòà êîíöåïöèÿ áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ îïðå-
äåëåíèÿõ.
Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, π ⊆ P è π

′
= P \ π. Åñëè n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî, òî ÷åðåç π(n) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ n; â ÷àñòíîñòè,
π(G) = π(|G|) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ ïîðÿäîê |G| ãðóïïû G. Äàëåå
âñåãäà σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
σi (i ∈ I), ò. å. P =

⋃
i∈I σi è σi ∩ σj = ∅ äëÿ âñåõ i 6= j. Ñëåäóÿ [5], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíîé, åñëè G ÿâëÿåòñÿ σi-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I.
Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï

H = H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn = G

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.09.2019, ïîñëå äîðàáîòêè 23.09.2019. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.06.2020.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà Ñ.Ô. Êàìîðíèêîâà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà
îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü (ÃÐ �20191056).
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n ëèáî ïîäãðóïïà Hi−1 íîðìàëüíà â Hi, ëèáî ãðóï-
ïà Hi/CoreHi(Hi−1) ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíîé. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäãðóïïà H ñóáíîðìàëüíà â
G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà σ-ñóáíîðìàëüíà â G äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}.
Íàøà ãëàâíàÿ öåëü � äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîäãðóïïà

H êîíå÷íîé 3
′
-ãðóïïû G σ-ñóáíîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H σ-ñóáíîðìàëüíà

â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G.

Êëþ÷îì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäëîæåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ñòðîåíèå
ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà ê ïðîáëåìå 19.84, à òàêæå ðàáîòà Ì.Ñóäçóêè [6] î ïðîñòûõ

íåàáåëåâûõ 3
′
-ãðóïïàõ.

1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû, èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â [7]. ×òî êàñàåòñÿ òåðìèíîëîãèè òåîðèè σ-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï,
òî ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå [5].
Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ σ-íèëüïîòåíòíîé, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íåêî-

òîðûõ σ-ïðèìàðíûõ ãðóïï, ò. å. ãðóïïà G ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ
õîëëîâûõ σi-ïîäãðóïï äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ I.
Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ Nσ âñåõ σ-íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ íà-

ñëåäñòâåííîé ôîðìàöèåé Ôèòòèíãà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå G
ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ôàêòîð-ãðóïïà ïî êîòîðîé σ-íèëüïîòåíòíà.
Ýòà ïîäãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ GNσ è íàçûâàåòñÿ σ-íèëüïîòåíòíûì êîðàäèêàëîì (èëè Nσ-

êîðàäèêàëîì) ãðóïïû G. Êðîìå òîãî, â ëþáîé ãðóïïå G ñóùåñòâóåò íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ
σ-íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà. Ýòà ïîäãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ GNσ è íàçûâàåòñÿ σ-íèëüïîòåíò-
íûì ðàäèêàëîì (èëè Nσ-ðàäèêàëîì) ãðóïïû G.
Äëÿ êëàññà ãðóïï F ïîäãðóïïàH ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ F-ñóáíîðìàëüíîé â ñìûñëå Êåãåëÿ

(èëè ïðîñòî K-F-ñóáíîðìàëüíîé), åñëè ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï

H = H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn−1 ⊆ Hn = G

òàêàÿ, ÷òî ëèáî ïîäãðóïïà Hi−1 íîðìàëüíà â Hi, ëèáî Hi/CoreHi(Hi−1) ∈ F äëÿ âñåõ i =
1, 2, . . . , n (ñì. [8]).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé, óñòàíàâ-

ëèâàåò ñâÿçü ìåæäó σ-ñóáíîðìàëüíûìè è K-F-ñóáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G.

Ëåììà 1. Ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà K-Nσ-

ñóáíîðìàëüíà â G.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà σ-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïðèâåäåì â âèäå ëåìì. Äîêàçàòåëüñòâî
èõ â òåðìèíàõ K-F-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ìîæíî íàéòè â ([7], ëåììû 6.1.6, 6.1.7, 6.1.9;
[9], ëåììà 2.5).

Ëåììà 2. Ïóñòü H è N � ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïðè÷åì ïîäãðóïïà N íîðìàëüíà â G.
Òîãäà

1) åñëè H σ-ñóáíîðìàëüíà â G, òî ïîäãðóïïà HN/N σ-ñóáíîðìàëüíà â G/N ;

2) åñëè N ⊆ H, òî ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîä-

ãðóïïà H/N σ-ñóáíîðìàëüíà â G/N .
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Ëåììà 3. Ïóñòü H è K � ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïðè÷åì ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â

G. Òîãäà
1) åñëè K ⊆ H è ïîäãðóïïà K σ-ñóáíîðìàëüíà â H, òî K σ-ñóáíîðìàëüíà â G;
2) åñëè H ⊆ K, òî H σ-ñóáíîðìàëüíà â K.

Ëåììà 4. Åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G σ-ñóáíîðìàëüíà â G, òî Nσ-êîðàäèêàë H
Nσ ñóá-

íîðìàëåí â G.

Ëåììà 5. Åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G σ-ñóáíîðìàëüíà â G è H ∈ Nσ, òî H ñîäåðæèòñÿ

â Nσ-ðàäèêàëå ãðóïïû G.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (G,H) ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ïðîáëåìå 19.84, åñëè äëÿ
ëþáîãî x ∈ G ïîäãðóïïàH σ-ñóáíîðìàëüíà â< H,Hx >, íîH íå ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé
â G. Åñëè ïðè ýòîì ïàðà (G,H) òàêîâà, ÷òî ñóììà |G| + |H| ìèíèìàëüíà, òî êîíòðïðèìåð
(G,H) áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì êîíòðïðèìåðîì ê ïðîáëåìå 19.84.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè (G,H) � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð ê ïðîáëåìå 19.84, òî ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) H � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p;
2) ëèáî G � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðîñòîé ñ öîêîëåì N è

èìååò âèä G = N hH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ïóñòü N � åå ìèíè-
ìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ââèäó ëåììû 2 ïîäãðóïïà HN/N σ-ñóáíîðìàëüíà â

< HN/N,HxN/N >=< H,Hx > N/N

äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Òàê êàê |G/N | + |HN/N | < |G| + |H|, òî èç ìèíèìàëüíîñòè êîíòð-
ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà HN/N σ-ñóáíîðìàëüíà â G/N , à çíà÷èò, ïîäãðóïïà HN
σ-ñóáíîðìàëüíà â G. Åñëè |HN | < |G|, òî â ñèëó âûáîðà ãðóïïû G ïîäãðóïïà H σ-
ñóáíîðìàëüíà â HN . Ïî ëåììå 3 ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â G. Ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ñ âûáîðîì ãðóïïû G è åå ïîäãðóïïû H.
Ïîýòîìó äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî G = HN è CoreG(H) = 1.
Ââèäó ëåììû 4 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G ïîäãðóïïà HNσ ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx >.

Íî òîãäà ïîäãðóïïà HNσ ñóáíîðìàëüíà â < HNσ , (HNσ)x > äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Îòñþäà
ââèäó òåîðåìû 3 èç [1] ïîäãðóïïà HNσ ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé â ãðóïïå G.
Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ H. Òàê êàê |M | + |H| <

|G| + |H|, òî èç ìèíèìàëüíîñòè êîíòðïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà
â M . Ñîãëàñíî ëåììå 7.3.16 èç [10] HNσ ⊆ CoreG(M). Åñëè HNσ 6= 1, òî èç ìèíèìàëü-
íîñòè êîíòðïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóïïà HCoreG(M) σ-ñóáíîðìàëüíà â G. Òàê êàê
HCoreG(M) ⊆ M , òî H σ-ñóáíîðìàëüíà â HCoreG(M). Ââèäó ëåììû 3 ïîäãðóïïà H ÿâ-
ëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â G. Ñíîâà ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, HNσ = 1 è
H ∈ Nσ, ãäå H =< h >.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Òîãäà â H íàéäóòñÿ

äâå ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû H1 è H2. Òàê êàê ïîäãðóïïà H ïðèíàäëåæèò
ôîðìàöèè Nσ, òî ïîäãðóïïû H1 è H2 σ-ñóáíîðìàëüíû â H. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 3
äëÿ ëþáîãî x ∈ G ïîäãðóïïà H1 σ-ñóáíîðìàëüíà â < H1, (H1)

x >, à ïîäãðóïïà H2 σ-
ñóáíîðìàëüíà â < H2, (H2)

x >. Íî òîãäà èç ìèíèìàëüíîñòè êîíòðïðèìåðà âûòåêàåò, ÷òî
ïîäãðóïïû H1 è H2 σ-ñóáíîðìàëüíû â G. Ââèäó òåîðåìû 1.1 èç [9] ôîðìàöèÿ Nσ îáëàäàåò
ðåøåòî÷íûì ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó ïîäãðóïïà H =< H1, H2 > σ-ñóáíîðìàëüíà â G. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì.
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Ñëåäîâàòåëüíî, H � ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäå-
íèé, áóäåì ñ÷èòàòü |H| = pn, ãäå p ∈ σ1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 1. Ïóñòü D � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pn−1 èç H. Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïà

D ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â H. Îòñþäà ââèäó ëåììû 3 îíà áóäåò σ-ñóáíîðìàëüíîé â
ïîäãðóïïå < D,Dx > äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Òàê êàê |G|+ |D| < |G|+ |H|, òî èç ìèíèìàëüíîñòè
êîíòðïðèìåðà âûòåêàåò, ÷òî ïîäãðóïïà D σ-ñóáíîðìàëüíà â G. Íî òîãäà ïî ëåììå 5 D
ñîäåðæèòñÿ â Nσ-ðàäèêàëå ãðóïïû G. À òàê êàê D ÿâëÿåòñÿ σ1-ãðóïïîé, òî D ⊆ Oσ1(G).
ÅñëèD 6= 1, òî ñîãëàñíî ïðèìèòèâíîñòè ãðóïïû G èìååì N ⊆ Oσ1(G). À çíà÷èò, ãðóïïà G =
HN ÿâëÿåòñÿ σ1-ãðóïïîé è ïîäãðóïïà H σ-ñóáíîðìàëüíà â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Òàêèì îáðàçîì, D = 1, ò. å. H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Òîãäà ëèáî G �

ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ëèáî H ∩N = 1 è G = N hH, ãäå H =< h >.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà N íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Òîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

N = N1 × N2 × . . . × Nt, ãäå t > 1 è N1, N2, . . . , Nt � èçîìîðôíûå ïðîñòûå ãðóïïû. Ïðè
ýòîì N1 íå ÿâëÿåòñÿ σ1-ãðóïïîé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå H ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé
â G. Êàê ñëåäóåò èç ([7], 1.1.40) t = |G : NG(N1)| = |G : N | = |H| = p. Ïîäãðóïïà H ñîïðÿ-
æåíèåì äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå {N1, N2, . . . , Np}. Òàê êàê |H| = p � ïðîñòîå
÷èñëî, òî, î÷åâèäíî, H =< h > äëÿ âñÿêîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà h ∈ H. Ïîýòîìó äëÿ
êàæäîãî Ni èç ìíîæåñòâà {N1, N2, . . . , Np} èìååì Nh

i 6= Ni. Òàêèì îáðàçîì, H äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå {N1, N2, . . . , Np} ðåãóëÿðíî. Ïîýòîìó åñëè Q � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà èç N1

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, íå ïðèíàäëåæàùåãî σ1, òî R = Q × Qh × . . . × Qh
p−1

� ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ N = N1 × N2 × . . . × Np. Ïðè ýòîì ïîä-
ãðóïïà H íîðìàëèçóåò R. Òàê êàê |HR| < |G|, òî ââèäó âûáîðà ãðóïïû G ïîäãðóïïà H
σ-ñóáíîðìàëüíà â HR. Òîãäà â ñèëó ëåììû 5 H ñîäåðæèòñÿ â Nσ-ðàäèêàëå ïîäãðóïïû HR.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò H ⊆ Oσ1(HR). Òàê êàê H � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû HR è ÷èñëî q íå ïðèíàäëåæèò σ1, òî H = Op(HR). Ïîñêîëüêó H íîðìàëèçóåò R, òî
HR = H × R. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî ïîäãðóïïà H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà
ìíîæåñòâå {N1, N2, . . . , Np}. Ñëåäîâàòåëüíî, t = 1 è ïîäãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. �

Ïðåäëîæåíèå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå. Èç ñòðîåíèÿ ãðóïïû G â ìèíèìàëüíîì
êîíòðïðèìåðå, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé,
êîãäà H σ-ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ σ-ðàçðåøèìîé, åñëè êàæäûé åå ãëàâíûé ôàêòîð

ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíîé ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë è G � σ-
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. ÏîäãðóïïàH ãðóïïûG òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé,
êîãäà H σ-ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G.
Âñþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè è ñâîéñòâàõ ãðóïï Ñóäçóêè ìîæíî íàéòè â [6]. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ ìû íå áóäåì äåëàòü ññûëîê íà ýòó ðàáîòó.
Êðîìå òîãî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ëåììó 5 è òåîðåìó À èç

[11], êîòîðûå ïðèâåäåì â âèäå ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 6. Ïóñòü H1, H2, . . . ,Hk � ïðåäñòàâèòåëè âñåõ ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò h. Åñëè

|hG|2 >
∑
i

|hG ∩Hi|2|G : Hi|,
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òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ G òàêîé, ÷òî < h, hx >= G. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

|G|
|CG(h)|2

>
∑
i

|hG ∩Hi|,

òî < h, hx >= G äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ G.

Ëåììà 7. Ïóñòü h ∈ G ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ≥ 5. Òîãäà h ∈ S(G) â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäãðóïïà < h, hx > ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ x ∈ G.

×åðåç S(G) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçðåøèìûé ðàäèêàë ãðóïïû G, ò. å. íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ
ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â G, òî ââèäó ëåììû 3 îíà áóäåò
σ-ñóáíîðìàëüíîé â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî x ∈ G.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü (G,H) � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð ê ïðîáëåìå 19.84. Òîãäà

ââèäó ïðåäëîæåíèÿ H =< h > � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Êðîìå òîãî, ëèáî G � ïðîñòàÿ
íåàáåëåâà ãðóïïà, ëèáî G = N h H, ãäå N � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Ðàññìîòðèì îáà
ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. G � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà.
Ïîñêîëüêó G � 3

′
-ãðóïïà, òî G ' Sz(q), ãäå q = 22n+1 è 2n + 1 ≥ 3. Ïóñòü 2n + 1 =

pα1
1 pα2

2 . . . pαkk � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 2n+1, ãäå p1, p2, . . . , pk � íå÷åòíûå ïðîñòûå
÷èñëà, ïðè÷åì p1 < p2 < . . . < pk. Èç [6] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï:
(1) ãðóïïà Ôðîáåíèóñà H1 ïîðÿäêà q

2(q − 1);
(2) ãðóïïû Ôðîáåíèóñà H2 è H3 ïîðÿäêîâ 4(q ±

√
2q + 1) ñîîòâåòñòâåííî;

(3) äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà H4 ïîðÿäêà 2(q − 1);

(4) ãðóïïû Ñóäçóêè Sz(q1/pi), ãäå i = 1, 2, . . . , k.
Îòìåòèì, ÷òî íåðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû â G � ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòûå ãðóïïû Ñóäçóêè.

Èç [6] ñëåäóåò, ÷òî G èìååò òðè òîðà ïîðÿäêîâ q − 1, q −
√

2q + 1, q +
√

2q + 1 è ýòè ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè. Êðîìå òîãî, π(G) = {2} ∪ π(q− 1)∪ π(q−

√
2q + 1)∪

π(q +
√

2q + 1).
1.1. Ïóñòü p = 2 è h � èíâîëþöèÿ ãðóïïû G. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî 2 ∈ σ1. Ïðè ýòîì G íå ÿâëÿåòñÿ σ1-ãðóïïîé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäãðóïïà H =< h > ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé â G. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ íå÷åòíîå ïðîñòîå
÷èñëî r ∈ π(G) ∩ σ2. Òîãäà r ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òðåõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ π(q−1), π(q−

√
2q+1), π(q+

√
2q+1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r ∈ π(q−1). Â ãðóïïå G

èìååòñÿ äèýäðàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 2(p−1). Òàê êàê âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç òàêèõ ïîäãðóïï. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ
ãðóïïà Ôðîáåíèóñà < x > h < h >, ãäå |x| = rt. Çíà÷èò, ïîðîæäåíèå L =< h, hx >=< hhx >
h < h > � {2, r}-ãðóïïà Ôðîáåíèóñà. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîäãðóïïà < h > ÿâëÿåòñÿ σ-
ñóáíîðìàëüíîé â L, à ïîòîìó ãðóïïà L/CoreL(< h >) ' L ÿâëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíîé, ÷òî
íåâîçìîæíî.
Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: åñëè r ñîäåðæèòñÿ â π(q −

√
2q + 1) èëè â π(q +√

2q + 1). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïû Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ 2(q −√
2q + 1) è 2(q +

√
2q + 1) ñîîòâåòñòâåííî.

1.2. Ïóñòü p äåëèò q−1 è h � ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Òîãäà h ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîé ïîä-
ãðóïïå, ñîïðÿæåííîé c îäíîé èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïïH1,H4 è ïîäãðóïï Sz(q

1/pi) ï. (4).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ ýëåìåíòîì h, â íåêîòîðîé ïîä-
ãðóïïå ðàâíî èíäåêñó öåíòðàëèçàòîðà ýëåìåíòà h â ýòîé ïîäãðóïïå, îòñþäà èìååì∑

i

|hG ∩Hi| ≤ q2 + 2 + |Sz(q1/p1)|+ . . .+ |Sz(q1/pk)|.

Òàê êàê

|Sz(q1/pi)| = q2/pi(q2/pi + 1)(q1/pi − 1) = q5/pi − q4/pi + q3/pi − q2/pi ≤ q5/pi ≤ q5/3,

òî ∑
i

|hG ∩Hi| ≤ q2 + 2 + kq5/3 ≤ q2 + 2 + (2n+ 1)q5/3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|G|
|CG(h)|2

≥ q2(q2 + 1)(q − 1)

(q − 1)2
= q3 + q2 + 2q + 2 +

2

q − 1
> q3 + q2 + 2q + 2.

Òàê êàê íåðàâåíñòâî q3 + 2q > (2n+ 1)q5/3 ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, òî

|G|
|CG(h)|2

>
∑
i

|hG ∩Hi|.

Òîãäà ââèäó ëåììû 6 íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ G òàêîé, ÷òî < h, hx >= G. Ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî G � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð.
1.3. Ïóñòü p äåëèò q+

√
2q+1 è h� ýëåìåíò ïîðÿäêà p. Òîãäà h ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîé

ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé c îäíîé èç ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï H2 è ïîäãðóïï Sz(q
1/pi) ï. (4).

Ïîýòîìó ∑
i

|hG ∩Hi| ≤ 4 + |Sz(q1/p1)|+ . . .+ |Sz(q1/pk)| ≤ 4 + (2n+ 1)q5/3

è
|G|

|CG(h)|2
≥ q2(q2 + 1)(q − 1)

(q +
√

2q + 1)2
≥ q3 − 3q2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|G|
|CG(h)|2

>
∑
i

|hG ∩Hi|.

Ïîýòîìó ñíîâà ââèäó ëåììû 6 ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì ãðóïïû G.
1.4. p äåëèò q −

√
2q + 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 1.3.

Ñëó÷àé 2. G = N hH, ãäå N � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, H =< h > � ãðóïïà ïðîñòîãî
ïîðÿäêà p.
Òàê êàê G � 3

′
-ãðóïïà, òî N ' Sz(q), ãäå q = 22n+1. Âíåøíèìè àâòîìîðôèçìàìè

Sz(22n+1) ÿâëÿþòñÿ ïîëåâûå àâòîìîðôèçìû. Ïðè ýòîì ãðóïïà âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ
ãðóïïû Sz(22n+1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è èìååò ïîðÿäîê 2n+ 1. Òàê êàê 2n+ 1 � íå÷åòíîå

÷èñëî è G � 3
′
-ãðóïïà, òî p ≥ 5. Ïîñêîëüêó p äåëèò 2n+ 1 = 3αpα1

1 pα2
2 . . . pαkk (α ≥ 0, αi ≥ 1

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k), òî p = ps ≥ 5 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî s ∈ {1, 2, . . . , k}.
2.1. Åñëè 2n + 1 < 15, òî èç (|G|, 3) = 1 ñëåäóåò |H| = |h| ∈ {5, 7, 11, 13}. Òîãäà âñå

ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå h, ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè. Îòñþäà è èç
S(G) = 1 ââèäó ëåììû 7 íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ G òàêîé, ÷òî < h, hx >= G. Ïðîòèâîðå÷èå.
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2.2. 2n + 1 ≥ 15. Îòìåòèì, ÷òî cîãëàñíî (9.1) èç [12] CN (H) = Sz(2(2n+1)/ps). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ps èìååì

|G|
|CG(h)|2

≥ psq
2(q2 + 1)(q − 1)

(psq2/ps(q2/ps + 1)(q1/ps − 1))2
≥ q2−6/ps(q2 + 1)(q − 1)

ps(q2/ps + 1)2
≥

≥ 1

ps

q4−6/ps(q − 1)

(q2/ps + 1)2
=

1

ps

(
q4−10/ps(q − 1)− q4−10/ps (2q2/ps + 1)(q − 1)

(q2/ps + 1)2

)
≥

≥ 1

ps

(
q4−10/ps(q − 1)− q4−10/ps 2(q2/ps + 1)(q − 1)

(q2/ps + 1)2

)
≥ 1

ps

(
q5−10/ps − 2q5−12/ps − q4−10/ps

)
.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ n ≥ 7

∑
i

|hG ∩Hi| ≤ 2(q − 1) + 4(q −
√

2q + 1) + 4(q +
√

2q + 1) +
q2(q − 1)

q2/ps
+

+|Sz(q1/3)|+ |Sz(q1/p1)|+ . . .+ |Sz(q1/ps−1)|+ |Sz(q1/ps)|+ |Sz(q1/ps+1)|+ . . .+ |Sz(q1/pk)| ≤
≤ 6 + 10q + q2−2/ps(q − 1) + q2/3(q2/3 + 1)(q1/3 − 1) + q2/p1(q2/p1 + 1)(q1/p1 − 1) + . . .+

+q2/ps−1(q2/ps−1+1)(q1/ps−1−1)+1+q2/ps+1(q2/ps+1+1)(q1/ps+1−1)+. . .+q2/pk(q2/ps+1)(q1/pk−1) ≤
≤ 7 + 10q + q3−2/ps + q5/3 + (k − 1)q5/p1 ≤ 7 + (2n+ 10)q + q5/3 + q3−2/ps ≤ 2q3−2/ps .

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 7 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2q3−2/ps <
1

ps
(q5−10/ps − 2q5−12/ps − q4−10/ps).

Ñëåäîâàòåëüíî,
|G|

|CG(h)|2
>
∑
i

|hG ∩Hi|.

Òîãäà ââèäó ëåììû 6 íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ G òàêîé, ÷òî < h, hx >= G. Ïðèøëè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî G � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. È ïóñòü
êàæäûé êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð êîíå÷íîé ãðóïïû G ëèáî σ-ðàçðåøèì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé Ñóäçóêè.
Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé, êîãäà H σ-

ñóáíîðìàëüíà â < H,Hx > äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû, êîòîðûå ïîçâîëèëè
çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ðàáîòó.
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