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В докладе будет обсуждаться использование системы компьютерной алгебры GAP при
решении открытых вопросов теории групп. Ниже приведем ряд таких вопросов.

Напомним [1], что подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется сопряженно-перестановочной, ес-
ли 𝐻𝐻𝑥 = 𝐻𝑥𝐻 для каждого 𝑥 ∈ 𝐺. Группа называется ECP-группой [2] (соответствен-
но CCP-группой [3]), если каждая ее (соответственно циклическая) подгруппа сопряженно-
перестановочна. Довольно интересен класс всех ECP-групп. Он включает классы групп, все
подгруппы которых 2-субнормальны и все подгруппы которых перестановочны. В [2] было
доказано, что конечная группа 𝐺 является ECP-группой тогда и только тогда, когда 𝐺 ниль-
потентна и каждая силовская 𝑝-подгруппа в 𝐺 является ECP-группой. Этот результат сводит
изучение ECP-групп к изучению ECP-𝑝-групп. В таком случае Минъяо Сюй и Циньхай Чжан
задали следующие вопросы:

Задача 4 ([2, Вопрос 3.9]). Всякая ли конечная группа экспоненты 3 является ECP-
группой?

Задача 5 ([2, Вопрос 3.13]). Образует ли класс всех конечных ECP-групп многообразие
или формацию?

Задача 6 ([2, Вопрос 3.12]). При 𝑝 = 3 всякая ли конечная ECP-𝑝-группа регулярна?

Прямой проверкой можно убедиться, что ответ на задачу 4 положительный.

Теорема 1 ([4]). Всякая группы экспоненты 3 является ECP-группой.
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С помощью пакета компьютерной алгебры GAP был построен пример, дающий отрица-
тельный ответ на вопрос задачи 5. Пусть

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 | 𝑎27 = 𝑐27 = 𝑏9 = 𝑑9 = [𝑎, 𝑐] = [𝑎, 𝑑] = [𝑏, 𝑐] = [𝑏, 𝑑] = 𝑎𝑏𝑎−4 = 𝑐𝑑𝑐−4 = 1⟩.

Здесь группа 𝐺 является прямым произведением ECP-подгрупп 𝐻1 = ⟨𝑎, 𝑏⟩ и 𝐻2 = ⟨𝑐, 𝑑⟩.
Пусть 𝐾 = ⟨𝑎3𝑏2𝑐3𝑑⟩ и 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑. Тогда 𝐾𝐾𝑥 ̸= 𝐾𝑥𝐾. Т.е. 𝐺 не является ни ECP-группой, ни
CCP-группой.

Теорема 2 ([4]). Классы всех конечных CCP-групп и ECP-групп не замкнуты относи-
тельно взятия прямых произведений. Следовательно, они не являются ни формациями, ни
многобразиями.

Напомним, что конечная 𝑝-группа 𝐺 называется регулярной, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺
выполняется (𝑥𝑦)𝑝 = 𝑥𝑝𝑦𝑝

∏︀
𝑖 𝑑
𝑝
𝑖 , где все 𝑑𝑖 принадлежат коммутанту группы, порожденной

𝑥 и 𝑦. Аналогичным образом, с помощью пакета компьютерной алгебры GAP был построен
пример, дающий отрицательный ответ на вопрос задачи 6.

Пуст 𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏⟩, где

𝑎 =(1, 2, 6, 5, 9, 18, 15, 24, 37)(3, 20, 70, 12, 41, 79, 29, 62, 53)

(4, 23, 57, 14, 44, 17, 31, 8, 36)(7, 33, 66, 21, 54, 27, 42, 71, 48)

(10, 58, 78, 26, 73, 51, 47, 80, 68)(11, 61, 16, 28, 75, 34, 49, 40, 55)

(13, 63, 56, 30, 22, 72, 50, 43, 35)(19, 67, 25, 39, 77, 46, 60, 81, 65)

(32, 64, 38, 52, 76, 59, 69, 45, 74),

𝑏 =(1, 3, 10, 15, 29, 47, 5, 12, 26)(2, 7, 19, 24, 42, 60, 9, 21, 39)

(4, 11, 25, 31, 49, 65, 14, 28, 46)(6, 16, 32, 37, 55, 69, 18, 34, 52)

(8, 20, 38, 44, 62, 74, 23, 41, 59)(13, 27, 45, 50, 66, 76, 30, 48, 64)

(17, 33, 51, 57, 71, 78, 36, 54, 68)(22, 40, 58, 63, 75, 80, 43, 61, 73)

(35, 53, 67, 72, 79, 81, 56, 70, 77).

Тогда 𝐺 является ECP-группой. Заметим, что экспонента 𝐺′ равна 3. Следовательно, если 𝐺
3-регулярна, то (𝑎𝑏)3𝑎−3𝑏−3 = (). Но

(𝑎𝑏)3𝑎−3𝑏−3 =(1, 5, 15)(2, 9, 24)(3, 12, 29)(4, 14, 31)(6, 18, 37)(7, 21, 42)(8, 23, 44)(10, 26, 47)

(11, 28, 49)(13, 30, 50)(16, 34, 55)(17, 36, 57)(19, 39, 60)(20, 41, 62)(22, 43, 63)

(25, 46, 65)(27, 48, 66)(32, 52, 69)(33, 54, 71)(35, 56, 72)(38, 59, 74)(40, 61, 75)

(45, 64, 76)(51, 68, 78)(53, 70, 79)(58, 73, 80)(67, 77, 81)

Теорема 3 ([4]). Существуют конечные нерегулярные ECP-3-группы.

В ходе поиска примеров и контрпримеров использовались следующие алгоритмы:
IsECPGroup:=function(G)

local S,b,a;

S:=ConjugacyClassesSubgroups(G);
for a in S do

for b in ConjugateSubgroups(G,a[1]) do

if (not ArePermutableSubgroups(b,a[1])) then

return false;
fi;
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od;
od;
return true;

end;;
Приведенный алгоритм проверяет, является ли группа ECP-группой. Если в нем заменить

строку

“S:=ConjugacyClassesSubgroups(G);”

на строку

“S:=Filtered(ConjugacyClassesSubgroups(G),x->IsCyclic(x[1]));”,

то мы получим алгоритм, проверяющий, является ли группа CCP-группой.
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Все рассматриваемые в данном сообщении группы конечны.
Пусть 𝜎 = {𝜎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — некоторое разбиение множества всех простых чисел P, т.е. 𝜎 = {𝜎𝑖 |

𝑖 ∈ 𝐼}, где P =
⋃︀
𝑖∈𝐼 𝜎𝑖 и 𝜎𝑖∩𝜎𝑗 = ∅ для всех 𝑖 ̸= 𝑗. В последние годы усилиями многочисленных

исследователей интенсивно развивается предложенный А.Н.Скибой [1] метод изучения групп

1Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ грант Ф20P-291




