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Рассматриваются только конечные группы. В работе используются стандартные термино-
логия и обозначения, которые, если необходимо, могут быть найдены в [1, 2].

Понятие гиперцентра естественно возникает в связи с определением нильпотентной группы
через центральные ряды. Б. Хупперт ввел понятие F-гиперцентра, где F – локальная форма-
ция. Л.А. Шеметков распространил понятие F-гиперцентра на случай ступенчатой формации
F (см. [1, §7]). Эти определения опираются на понятие экрана (формационной функции).

В монографии [3] Л.А. Шеметковым и А.Н. Скибой было предложено определение F-ги-
перцентра для алгебраических систем, включающее случай конечных групп. Это определе-
ние не использует понятие экрана (формационной функции) и позволяет ввести понятие F-
гиперцентра группы для произвольной формации F.

Пусть X— класс групп. Напомним [3, с. 127–128], что главный фактор𝐻/𝐾 группы𝐺 назы-
вается X-центральным, если 𝐻/𝐾o𝐺/𝐶𝐺(𝐻/𝐾) ∈ X. X-гиперцентром группы 𝐺 называется
наибольшая нормальная подгруппа 𝐺, все 𝐺-главные факторы ниже которой X-центральны
в 𝐺. Обозначается ZX(𝐺).

Отметим, что согласно классическому результату Д. Барнса и О. Кегеля (см. [2, с. 335]), при
таком определении всякая F-группа совпадает со своим F-гиперцентром для любой формации
F. Однако, обратное утверждение не всегда верно.
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Известно (см., например, [4, c. 10-11]), что X-гиперцентр существует в любой группе и
если F — формация, то ZF(𝐺/ZF(𝐺)) ≃ 1 и ZF(𝐺)𝑁/𝑁 ≤ ZF(𝐺𝑁/𝑁). Однако не было даже
установлено, что для произвольной нормально наследственной формации гиперцентр является
идемпотентном, т.е. ZF(ZF(𝐺)) = ZF(𝐺). Данный результат был получен только в случае,
когда F — нормально наследственная композиционная формация. При этом доказательство
существенным образом опирается на понятие композиционного экрана.

Теорема 1. Пусть F — (нормально) наследственная формация и 𝐻 — (нормальная)
подгруппа группы 𝐺. Тогда

1. ZF(𝐺) ∩𝐻 ≤ ZF(𝐻).
2. ZF(𝐺) = ZF(ZF(𝐺)).
3. 𝐻ZF(𝐺) ∈ F.

Также нами было установлено следующее свойство F-гиперцентра.

Предложение 1. Пусть F — класс групп, 𝐺1 и 𝐺2 — группы. Тогда

ZF(𝐺1 ×𝐺2) = ZF(𝐺1) × ZF(𝐺2).

В работе [5] для формации F было начато исследование класса групп 𝑧F = (𝐺 : ZF(𝐺) = 𝐺).
Напомним, что всякое отображение множества всех классов групп в себя называется опера-
цией на классах групп. Операция 𝑐 на классах групп называется операцией замыкания, если
X ⊆ 𝑐X = 𝑐(𝑐X) ⊆ 𝑐H для любых классов групп X ⊆ H.

Теорема 2. Операция 𝑧 является операцией замыкания.

Напомним, что группа, имеющая нормальный ряд, факторы которого изоморфны силов-
ским подгруппам, называется дисперивной; через 𝜋(𝐺) обозначается множество простых де-
лителей порядка группы 𝐺; Syl𝑝𝐺 — множество силовских 𝑝-подгрупп 𝐺. Нами доказано

Теорема 3. Пусть F — 𝑧-замкнутая наследственная формация и 𝑁 — дисперсивная
нормальная подгруппа группы 𝐺. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) 𝑁 ≤ ZF(𝐺).

(2) 𝑃 ≤ ZF(𝑁𝐺(𝑃 )) для любых 𝑃 ∈ Syl𝑝𝑁 и 𝑝 ∈ 𝜋(𝑁).

Напомним [6], что подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется P-субнормальной если или 𝐻 = 𝐺,
или существует цепь подгрупп 𝐻 = 𝐻0 < · · · < 𝐻𝑛 = 𝐺 такая, что |𝐻𝑖 : 𝐻𝑖−1| — простое чис-
ло. Группа 𝐺 называется 𝑤-сверхразрешимой [6] (𝑣-сверхразрешимой [7]), если все силовские
(циклические примарные) подгруппы 𝐺 P-субнормальны в 𝐺.

Следствие 1. Пусть 𝑁 — нормальная подгруппа группы 𝐺, обладающая силовской баш-
ней сверхразрешимого типа. Тогда и только тогда

(𝑎) (Р. Бэр, [8]) 𝑁 ≤ ZU(𝐺), когда 𝑁𝐺(𝑃 )/𝐶𝐺(𝑃 ) ∈ (𝐻|𝐻/O𝑝(𝐻) абелева экспоненты, де-
лящей 𝑝− 1) для любых 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝑁) и 𝑝 ∈ 𝜋(𝑁).

(𝑏) [9] 𝑁 ≤ Z𝑤U(𝐺), когда𝑁𝐺(𝑃 )/𝐶𝐺(𝑃 ) ∈ (𝐻| все силовские подгруппы 𝐻/O𝑝(𝐻) абелевы
экспоненты, делящей 𝑝− 1, и P-субнормальны) для любых 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝑁) и 𝑝 ∈ 𝜋(𝑁).

(𝑑) [10]𝑁 ≤ Z𝑣U(𝐺), когда 𝑁𝐺(𝑃 )/𝐶𝐺(𝑃 ) ∈ (𝐻| все циклические примарные подгрупп
𝐻/O𝑝(𝐻) имеют экспоненту, делящую 𝑝 − 1, и P-субнормалны) для любых 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝑁) и
𝑝 ∈ 𝜋(𝑁).
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Умножением на абелевой группе 𝐺 называется гомоморфизм 𝜇 : 𝐺⊗𝐺→ 𝐺. Абелева груп-
па 𝐺 с заданным на ней умножением называется кольцом на группе 𝐺. Множество𝑀𝑢𝑙𝑡𝐺 всех
умножений на группе 𝐺 является абелевой группой относительно операции сложения. Зави-
симость между строением абелевой группы и свойствами колец на ней изучалась в работах Л.
Фукса, Р. Бьюмонта, Р. Пирса, С. Фейгельстока, Е. Компанцевой, Р. Андрушкевича и других.
В [1] сформулирована проблема изучения 𝑇𝐼-групп. Абелева группа𝐺 называется 𝑇𝐼-группой,
если любое кольцо на 𝐺 является филиальным. Кольцо 𝑅 называется филиальным, если из
𝐼 � 𝐽 � 𝑅 следует 𝐼 � 𝑅 для любых подколец 𝐼, 𝐽 кольца 𝑅 [2]. В [1] описаны периодические
𝑇𝐼-группы, а также периодическая часть смешанных 𝑇𝐼-групп.

Настоящая работа посвящена изучению умножений на факторно делимых абелевых груп-
пах. Абелева группа 𝐺 называется факторно делимой, если она не содержит ненулевых дели-
мых периодических подгрупп, но содержит свободную подгруппу 𝐹 конечного ранга, такую




