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Рассматриваются только конечные группы. Используется стандартные терминология и
обозначения из [1, 2].

Пусть 𝐴 — группа автоморфизмов группы 𝐺. Л. Калужнин [3] и Ф. Холл [4] показали, что
если 𝐴 стабилизирует некоторую цепь подгрупп группы 𝐺, то 𝐴 нильпотентна. Б. Хупперт
[5] и Л.А. Шеметков [6] доказали, что если 𝐺 имеет 𝐴-допустимый ряд подгрупп, в котором
предыдущая подгруппа имеет простой индекс в последующей, то 𝐴 сверхразрешима. Л.А.
Шеметков [6] и П. Шмид [7] получили аналоги этих результатов для разрешимо насыщен-
ных формаций. Отметим, что понятие 𝐴-F-гиперцентра группы 𝐺 играло важную роль в их
исследованиях.

Пусть 𝐴— группа автоморфмизмов группы 𝐺, содержащая все внутренние автоморфизмы,
и 𝐹 — максимальный внутренний локальных экран насыщенной формации F.

𝐴-композиционный фактор 𝐻/𝐾 группы 𝐺 называется 𝐴-F-центральным, если

𝐴/𝐶𝐴(𝐻/𝐾) ∈ 𝐹 (𝑝)
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для всех 𝑝 ∈ 𝜋(𝐻/𝐾). 𝐴-F-гиперцентром 𝐺 называется наибольшая подгруппа 𝐺, все 𝐴-
композиционные факторы ниже которой 𝐴-F-центральны. Обозначается ZF(𝐺,𝐴). Данная
подгруппа существует по лемме 6.4 [2, с. 387]. Интерес к 𝐴-F-гиперцентру возник в последние
годы в связи с рядом работ зарубежных авторов (см., например, [8, 9, 10]).

В последние годы также был построен и активно изучался различными авторами ряд фор-
маций дисперсивных по Оре групп (см., например [11, 12, 13]). Главным результатом доклада
является:

Теорема 1. Пусть F — наследственная насыщенная формация, 𝐹 — её максимальный
внутренний локальный экран и 𝑁 — дисперсивная по Оре 𝐴-допустимая подгруппа группы
𝐺, где Inn𝐺 ≤ 𝐴 ≤ Aut𝐺. Тогда и только тогда 𝑁 ≤ ZF(𝐺,𝐴), когда 𝑁𝐴(𝑃 )/𝐶𝐴(𝑃 ) ∈ 𝐹 (𝑝)
для любых силовской 𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝑁 и простого делителя 𝑝 порядка 𝑁 .

Из данной теоремы непосредственно следует результат Р. Бэра о подгруппах лежащих в
сверхразрешимом гиперцентре.

Следствие 1 ([15, теорема 4.1]). Пусть 𝑁 — нормальная подгруппа группы 𝐺. Тогда и
только тогда 𝑁 ≤ ZU(𝐺), когда 𝑁 обладает силовской башней сверхразрешимого типа и
𝑁𝐺(𝑃 )/𝐶𝐺(𝑃 ) ∈ N𝑝A(𝑝−1) для любой силовской 𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝑁 и любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝑁).

В работе [14] Р. Бэр описал элементы лежащие в гиперцентре. Нами получен аналог его
результата для 𝐴-гиперцентра.

Следствие 2. Пусть 𝑔 — 𝑝-элемент группы 𝐺 и Inn𝐺 ≤ 𝐴 ≤ Aut𝐺, где 𝑝 — простое
число. Тогда и только тогда 𝑔 ∈ Z∞(𝐺,𝐴), когда 𝑔𝛼 = 𝑔 для любого 𝑝′-элемента 𝛼 группы 𝐴.

Следствие 3 (Р. Бэр [14]). Пусть 𝑝 — простое число и 𝐺 — группа. Тогда и только
тогда 𝑝-элемент 𝑔 группы 𝐺 принадлежит Z∞(𝐺), когда он перестановочен со всеми 𝑝′-
элементами 𝐺.

Моххаддам и Ростамьяри (см. [10]) ввели понятие автонильпотентной группы. Пусть 𝑥 ∈ 𝐺
и 𝛼, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ Aut𝐺. Напомним, что [𝑥, 𝛼] = 𝑥𝛼𝑥−1 и [𝑥, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛] = [. . . [𝑥, 𝛼1], 𝛼2], . . . ], 𝛼𝑛].
Пусть

𝐿𝑛(𝐺) = {𝑥 ∈ 𝐺 | [𝑥, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛] = 1 ∀𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ Aut𝐺}.

Тогда 𝐺 называется автонильпотентной если 𝐺 = 𝐿𝑛(𝐺) для некоторого натурального 𝑛.
Связь этого определения с операторным обобщением гиперцентра показывает

Теорема 2. Группа 𝐺 автонильпотентна тогда и только тогда, когда

𝐺 = Z∞(𝐺,Aut𝐺).

Другими словами, группа 𝐺 автонильпотентна тогда и только тогда, когда Aut𝐺 стаби-
лизирует некоторый ряд подгрупп группы 𝐺. Доказательство дальнейших результатов суще-
ственным образом опирается на теорему 1.

Некоторые свойства автонильпотентных групп изучались в [10]. В [9] были описаны все абе-
левые автонильпотентные группы. В частности, не существует абелевых автонильпотентных
групп нечетного порядка. Известно (см. теорему 2.2 из [16]), что если 𝑝-группа 𝐺 автонильпо-
тентна, то Aut𝐺 является 𝑝-группой. В [17, с. 45] был задан следующий вопрос: “Существуют
ли автонильпотентные группы нечетного порядка?”

Предложение 1. Пусть 𝑝 — простое число. Тогда и только тогда 𝑝-группа 𝐺 является
автонильпотентной, когда Aut𝐺 является 𝑝-группой.
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Пример 𝑝-группы 𝐺 порядка 𝑝5 (𝑝 > 3) такой, что Aut𝐺 также является 𝑝-группой был
построен в работе [18]. В библиотеке групп малых порядков системы компьютерной алгебры
GAP [19] имеется 30 групп порядка 36 таких, что их группы автоморфизмов также являются
3-группами (например, группы [729, 31], [729, 41] и [729, 46]).

Таким образом, получен положительный ответ на вопрос из [17]. Из теоремы 2.3 [10] и
леммы 2.9 [16] следует, что группа автнильпотентна тогда и только тогда, когда она является
прямым произведением своих автонильпотентных силовских подгрупп. Нами доказано

Теорема 3. Группа 𝐺 автонильптентна тогда и только тогда, когда она является пря-
мым произведением своих силовских подгрупп и группа автоморфизмов всякой её силовской
𝑝-подгруппы является 𝑝-группой для любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺).

Хорошо известно, что группа нильпотентна тогда и только тогда, когда в ней перестано-
вочны элементы взаимнопростых порядков. Нами получен аналогичный результат для авто-
нильпотентных групп.

Следствие 4. Группа 𝐺 автонильпотентна тогда и только тогда, когда любой авто-
морфизм 𝛼 группы 𝐺 действует тривиально на всех элементах группы 𝐺, у которых порядки
взаимнопросты с 𝛼.

Согласно хорошо известному критерию 𝑝-нильпотентности Фробениуса (см. [20, теорема
5.26, с. 171]) группа 𝐺 нильпотентна тогда и только тогда, когда 𝑁𝐺(𝑃 )/𝐶𝐺(𝑃 ) является 𝑝-
группой для любой 𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝐺 и любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺).

Теорема 4. Группа 𝐺 автонильпотентна тогда и только тогда, когда

𝑁Aut𝐺(𝑃 )/𝐶Aut𝐺(𝑃 )

является 𝑝-группой для любой 𝑝-подгруппы 𝑃 группы 𝐺 и любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺).
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По О. Кегелю [1] подгруппу 𝐻 группы 𝐺 называют квазисубнормальной, если 𝐻∩𝐺𝑝 = 𝐻𝑝

для любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺) и каждой силовской 𝑝-подгруппы 𝐺𝑝 из 𝐺.

Теорема 1. Если в конечной группе любая неквазисубнормальная ненильпотентная мак-
симальная подгруппа имеет индекс равный простому числу или квадрату простого числа, то
группа разрешима.




