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Аннотация
В статье описана методика изучения темы «Решение задач рекурсивной генерацией чисел» при подготовке школьников к олимпиадам 

по информатике. Изучение основано на последовательном решении усложняющихся задач. Для каждой задачи приводятся следующие 
материалы: условие задачи, идея решения с предложением придумать самостоятельно реализацию, решение на языке программирования 
Pascal. Серьезной технической основой является разработанная под управлением автора инструментальная система дистанционного обу-
чения (http://dl.gsu.by), которая позволяет: предложить ученику условие задачи; отправить решение на проверку; получить от системы 
вердикт — правильное или неправильное решение; для неправильных решений указывается номер теста, на котором решение не прошло. 
Ученик может взять тест (входные и выходные данные), на котором не прошло его решение, разобраться, в чем ошибка в его программе, 
исправить ее и послать решение повторно. Кроме того, для каждой задачи есть ссылка по ней на тему в форуме, где можно задать вопрос 
по решению этой задачи и/или почитать ответ, если вопросы уже задавались ранее.
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soLutIoN of tAsKs usING REcuRsIVE NuMbERs GENERAtIoN
Abstract
The article describes the methodology to solve tasks of Olympiads in informatics using recursive numbers generation. The study is based on 

the sequential solution of increasingly complex tasks. For each task, the following materials are given: the condition of the task, the idea of the 
solution with a proposal to come up with an independent implementation, the solution in the Pascal programming language. Distance learning 
system DL.GSU.BY is the effective technical base for teaching. It allows offer the student a condition of the task; send the solution for review; get 
a verdict from the system  — a correct or incorrect solution; for incorrect solutions, the number of the test on which the solution did not pass is 
indicated. A student can take a test (input and output data), on which his solution did not pass, figure out what the error is in his program, cor-
rect and send the solution again. In addition, for each task there is a link on it to the topic in the forum, where you can ask a question on solving 
this problem and  / or read the answer if the questions have already been asked before.

Keywords: recursion, Olympiads in informatics, distance learning tools.

Введение

Подготовка школьников к олимпиадам по информа-
тике и программированию требует наличия у учащихся 
значительного объема теоретических знаний и практиче-
ских навыков решения задач. Поэтому в мире компью-
терной книжной и журнальной литературы регулярно по-
являются книги и статьи как по общей теории алгоритмов 
[3, 5, 9, 10, 13, 15–18], так и на отдельные актуальные темы: 
динамическое программирование [12, 21, 25], графы [11, 
19, 20, 21, 22–24], хеши [26], рекурсия [1, 2, 4, 14].

Автор вносит свою лепту в разработку темы рекурсии 
[6–8] уникальным подходом, связанным с ранним началом 
обучения. Как следствие, уже в IV—VI классах появляются 
ученики, которым приходится объяснять такие темы, как 
рекурсия. Поэтому приходится модифицировать изложе-
ние в сторону более простого и наглядного объяснения 
и более медленного продвижения по учебному материалу, 
явно выделяя и обозначая все этапы этого продвижения. 
Введение в решение задач с помощью рекурсии изложено 
в работе [6]. Решение задач с помощью рекурсивной гене-
рации таких комбинаторных объектов, как множество всех 
подмножеств, сочетания, перестановки, перестановки с по-

вторениями, размещения, описано в работе [7]. В работе 
[8] описано решение рекурсивных задач «по определению».

В настоящей статье предлагается материал по реше-
нию задач рекурсивной генерацией чисел, включающий 
условия задач и примеры их решения.

Проверка решений осуществляется автоматически 
на сайте DL.GSU.BY. Вдумчивым читателям предлага-
ется после чтения условия задачи попытаться решить ее 
самостоятельно, а если решить не удалось, аналогичную 
попытку рекомендуется предпринять перед чтением 
текста решения каждой задачи, попытавшись вначале 
воспользоваться приведенными предварительно реко-
мендациями по алгоритму решения задачи.

Задача 1. Идеальные числа  
(Гомельская школьная олимпиада 
2011 года)

По мнению Андрея, идеальным является число, для 
которого модуль разности сумм цифр на четных и на не-
четных позициях без остатка делится на M. Задано число 
N, необходимо определить, сколько чисел длины N (без 
лидирующих нулей) являются идеальными.
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Формат ввода:
Два целых числа, разделенных пробелом: N M.

Формат вывода:
Одно число — количество идеальных чисел длины N.

Ограничения:
1 ≤ N ≤ 8,
1 ≤ M ≤ 20.

Пример ввода Пример вывода

3 3 300

Идея решения.
Идея состоит в том, чтобы рекурсивно конструиро-

вать числа из цифр и проверять выполнение свойства.

Полный текст решения.

var	

	N,M,ans	:	longint;	

	

procedure	Rec(N,S:longint);	

	var	

		y	:	longint;	

	begin	

		if	(N=0)	and	((Abs(S)	mod	M)=0)	then	inc(ans)	

				else	

		if	N=0	then	exit	

				else	

		if	N=1	then	for	y:=1	to	9	do	Rec(N-1,S+y)	

				else	

		if	N>1	then	for	y:=0	to	9	do	

			if	Odd(N)	

				then	Rec(N-1,S+y)	

				else	Rec(N-1,S-y);	

end;	

	

begin	

	readln(N,M);	

	ans:=0;	

	Rec(N,0);	

	writeln(Ans);	

end.

Задача 2. Интересные числа 
(Гомельская городская олимпиада 
2012 года)

Пусть задано N-значное число, где N — четное. Раз-
делим его на две равные части по N/2 цифр. Левая часть 
числа называется интересной, если она нацело делится 
на 3 и сумма цифр в ней не менее M. Правая часть числа 
называется интересной, если она нацело делится на 9 
и сумма цифр в ней не менее M. Заданное число назы-
вается интересным, если обе половины его интересные. 
Например, при N = 2 и M = 5 интересные числа — 69, 99, 
неинтересные — 33, 30, 24 и т. д.

Ваша задача — подсчитать общее количество инте-
ресных N-значных чисел без лидирующих нулей.

Формат ввода:
Два целых числа, разделенных пробелом: N M.

Здесь: N — число знаков в числе, M — критерий 
интересности.

Ограничения:
Все числа — целые;
2 ≤ N ≤ 14;
N — четное;
1 ≤ M ≤ 100.

Формат вывода:
Одно число Ans — количество интересных N-значных 

чисел.

Пример ввода Пример вывода

2 5 2

Идея решения.
Рекурсивно считаем количество левых интересных 

половин AnsL и количество правых интересных половин 
AnsR. Ответ на задачу — произведение этих чисел.

В рекурсии для левых половин генерируем числа без 
значащих нулей, для правых половин — с ними.

Поскольку произведение может превышать longint, 
объявляем AnsL и AnsR как int64.

Полный текст решения.

var	

	N,M	:	longint;	

	AnsL,AnsR	:	int64;	

	

procedure	RecR(N,S:longint);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		if	N=0	

			then	begin	

				if	(S>=M)	and	(S	mod	9	=	0)	

					then	inc(AnsR);	

						exit;	

			end;	

		for	i:=0	to	9	do	RecR(N-1,S+i);	

	end;	
	

procedure	RecL(N,S:longint);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		if	N=0	

			then	begin	

				if	(S>=M)	and	(S	mod	3	=	0)	

					then	inc(AnsL);	

				exit;	

			end;	

		if	N=1	

			then	for	i:=1	to	9	do	RecL(N-1,S+i)	

			else	for	i:=0	to	9	do	RecL(N-1,S+i);	

end;	
	

begin	

		readln(N,M);	

		AnsL:=0;	RecL(N	div	2,0);	

		AnsR:=0;	RecR(N	div	2,0);	

		writeln(AnsL*AnsR);	

end.
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Задача 3. Пароль (Гомельская 
городская олимпиада 2010 года)

Сережа забыл пароль к своей электронной почте. 
Помнит он только то, что сам пароль состоял из L цифр. 
Также он помнит, что сумма элементов, стоящих на по-
зициях 1+3×i (подразумеваются позиции 1, 4, 7, 10, ...), 
равна сумме элементов, стоящих на позициях 2+3× j (под-
разумеваются позиции 2, 5, 8, ...), и сумме элементов, 
стоящих на позициях 3×d (подразумеваются позиции 
3, 6, 9, ...).

Ваша задача — помочь определить Сереже, какое 
количество паролей длины L соответствует данным 
требованиям.

Формат ввода:
Одно число — L.

Формат вывода:
Одно число — ответ на задачу.

Ограничения:
3 ≤ L ≤ 14.

Пример ввода Пример вывода

3 10

Идея решения.
Если имеем всего L позиций, значит, у нас три группы 

цифр, в каждой из которых не более чем L3 := 1 + (L div 3) 
цифр. Поскольку L ≤ 14, мы можем предпросчитать 
массив K [0..5, 0..45] (цифр в группе может быть не более 
пяти, и сумма может быть не более 45 (5×9)).

K [i, j] — количество способов, которыми можно со-
ставить сумму j, использовав ровно i цифр.

Тогда ответ — сумма по всем возможным суммам 
произведений количеств способов составить такую сум-
му в первой, второй и третьей группах (соответственно 
содержащих L1, L2 и L0 чисел).

Массив K[i, j] просчитывается рекурсивно, гене-
рацией всех возможных комбинаций цифр на не более 
чем L3 позициях.

Полный текст решения.

var	

	L,i,L1,L2,L0,L3	:	longint;	

	Ans	:	int64;	

	

	K	:	array[0..6,0..45]	of	int64;	

	

procedure	Rec(N,S:longint);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		if	N>L3	then	exit;	

		inc(K[N,S]);	

		for	i:=0	to	9	do	Rec(N+1,s+i);	

end;	

	

procedure	Split(L:longint;	var	

L1,L2,L0:longint);	

	begin	

		L0:=L	div	3;	

		L2:=1	+	(L-1)	div	3;	

		L1:=L-L0-L2;	

end;	

	

begin	

	readln(L);	

	L3:=1	+	(L	div	3);	

	for	i:=0	to	6	do	

		for	j:=0	to	45	do	K[i,j]:=0;	

	Rec(0,0);	

	Split(L,L1,L2,L0);	

	Ans:=0;	

	for	i:=0	to	45	do	

		inc(Ans,K[L1,i]*K[L2,i]*K[L0,i]);	

	writeln(Ans);	

end.

Задача 4. Сумма делителей 
(7-я интернет-олимпиада 2011 года, 
Санкт-Петербург)

Пусть x — натуральное число. Назовем y его дели-
телем, если 1 ≤ y ≤ x и остаток от деления x на y равен 
нулю.

Задано число x. Найдите сумму его делителей.

Формат ввода:
Первая строка входного файла содержит целое число 

x (1 ≤ x ≤ 1018). Все простые делители числа x не превос-
ходят тысячу.

Формат вывода:
В выходной файл выведите ответ на задачу.

Пример ввода Пример вывода

12 28

239 240

Идея решения.
Строим все простые делители числа x (можно непо-

средственно, поскольку по условию все они не больше 
1000). Пусть kp — их количество, а сами они содержатся 
в массиве p[i], где i меняется от 1 до kp.

Далее рекурсивно строим (и прибавляем к ответу 
ans) все возможные делители числа x, сконструирован-
ные как произведения вида:

p[1]^i1*p[2]^i2*…p[kp]^ikp,

где i1, i2, …, ikp — числа от 0 до максимально возмож-
ного значения, оставляющего произведение делителем 
числа x.

Рассмотрим подробнее реализацию.
Процедура BiuldP строит массив p[i] всех простых 

делителей числа x, kp — их получившееся количество.

procedure	BuildP;	

	var	

		i,j	:	longint;	

	begin	

		kp:=0;	

		for	i:=2	to	1000	do	
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			if	(x	mod	i)=0	

				then	begin	

					j:=1;	

					while	(j<=kp)	and	((i	mod	p[j])<>0)	do	inc(j);	

					if	j>kp	

						then	begin	inc(kp);	p[kp]:=i;end;	

				end;	

end;

Сначала мы проверяем все числа от 2 до 1000 
включительно — являются ли они делителями числа x 
((x mod i) = 0). Для каждого такого числа затем прове-
ряем, является ли оно простым: делится ли это число i 
хоть на одно из ранее запомненных в массиве p простых 
чисел. Если ни на одно не делится, значит, оно тоже про-
стое, и мы заносим его в массив p.

Рекурсивная процедура конструирования всех воз-
можных чисел, составленных произведением простых 
p[i] в произвольных степенях от 0 до максимально 
возможной, выглядит так:

procedure	Rec(r,n:qword);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		inc(ans,r);	

		for	i:=n	to	kp	do	

			if	(x	mod	(r*p[i]))=0	

				then	Rec(r*p[i],i);	

end;

Здесь:
r — текущее произведение (начинаем с 1);
n — номер делителя, с которого продолжается уве-

личение произведения (начинаем с 1).

Для	всех	i	от	n	до	kp	

		Если	x	делится	на	r*p[i]	

				То	вызываем	рекурсию	с	параметрами	r*p[i]	и	i

Полный текст решения.

var	

	p	:	array[1..1000]	of	longint;	

	x,ans	:	qword;	

	kp	:	longint;	

	

procedure	Rec(r,n:qword);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		inc(ans,r);	

		for	i:=n	to	kp	do	

			if	(x	mod	(r*p[i]))=0	

				then	Rec(r*p[i],i);	

end;	

	

procedure	BuildP;	

	var	

		i,j	:	longint;	

	begin	

		kp:=0;	

		for	i:=2	to	1000	do	

			if	(x	mod	i)=0	

				then	begin	

					j:=1;	

					while	(j<=kp)	and	((i	mod	p[j])<>0)	do	inc(j);	

					if	j>kp	

						then	begin	inc(kp);	p[kp]:=i;end;	

				end;	

end;	

	

begin	

	assign(input,'divsum.in');	reset(input);	

	assign(output,'divsum.out');	rewrite(output);	

	readln(x);	

	BuildP;	

	ans:=0;	

	Rec(1,1);	

	writeln(ans);	

	close(input);	close(output);	

end.

Задача 5. Сумма делителей — 2 
(4-я интернет-олимпиада 2007 года)

Пусть x — натуральное число. Назовем y его делите-
лем, если 1 ≤ y ≤ x и остаток от деления x на y равен нулю.

Задано число x. Найдите сумму его делителей, деля-
щихся на каждое из простых чисел, на которое делится x.

Формат ввода:
Первая строка входного файла содержит целое число 

x (1 ≤ x ≤ 1018). Все простые делители числа x не превос-
ходят 1000.

Формат вывода:
В выходной файл выведите ответ на задачу.

Пример ввода Пример вывода

12 18

239 239

Основное отличие от предыдущей задачи вызвано 
отличием в условии: «найдите сумму делителей, деля-
щихся на каждое из простых чисел, на которое делится 
x».

Идея решения.
Строим все простые делители числа x (можно непо-

средственно, поскольку по условию все они не больше 
1000). Пусть kp — их количество, а сами они содержатся 
в массиве p[i], где i меняется от 1 до kp.

Далее рекурсивно строим (и прибавляем к ответу 
ans) все возможные делители числа x, сконструирован-
ные как произведения вида:

p[1]^i1*p[2]^i2*…p[kp]^ikp,

где i1, i2, …, ikp — числа от 1 (в предыдущей задаче было 
от 0) до максимально возможного значения, оставляю-
щего произведение делителем числа x.

Рассмотрим подробнее реализацию.
Процедура BiuldP строит массив p[i] всех простых 

делителей числа x, kp — их получившееся количество, M — 
произведение всех найденных простых делителей числа x.
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procedure	BuildP;	

	var	

		i,j	:	longint;	

	begin	

		kp:=0;	M:=1;	

		for	i:=2	to	1000	do	

			if	(x	mod	i)=0	

				then	begin	

					j:=1;	

					while	(j<=kp)	and	((i	mod	p[j])<>0)	do	inc(j);	

					if	j>kp	

						then	begin	inc(kp);	p[kp]:=i;	M:=M*I;	end;	

				end;	

end;

Сначала мы проверяем все числа от 2 до 1000 
включительно: являются ли они делителями числа x 
((x mod i) = 0). Для каждого такого числа затем прове-
ряем, является ли оно простым: делится ли это число i 
хоть на одно из ранее запомненных в массиве p простых 
чисел. Если ни на одно не делится, значит, оно тоже 
простое, и мы заносим его в массив p. Одновременно 
считаем M — произведение всех найденных простых 
делителей числа x.

Рекурсивная процедура конструирования всех воз-
можных чисел, составленных произведением простых 
p[i] в произвольных степенях от 1 до максимально 
возможной, выглядит так:

procedure	Rec(r,n:qword);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		inc(ans,r);	

		for	i:=n	to	kp	do	

			if	(x	mod	(r*p[i]))=0	

				then	Rec(r*p[i],i);	

end;

Здесь:
r — текущее произведение (начинаем с M);
n — номер делителя, с которого продолжается уве-

личение произведения (начинаем с 1).

Для	всех	I	от	n	до	kp	

		Если	x	делится	на	r*p[i]	

				То	вызываем	рекурсию	с	параметрами	r*p[i]	и	i

Полный текст решения.

var	

	p	:	array[1..1000]	of	longint;	

	x,ans,M	:	qword;	

	kp,i	:	longint;	

	

procedure	Rec(r,n:qword);	

	var	

		i	:	longint;	

	begin	

		inc(ans,r);	

		for	i:=n	to	kp	do	

			if	(x	mod	(r*p[i]))=0	

				then	Rec(r*p[i],i);	

end;	

	

procedure	BuildP;	

	var	

		i,j	:	longint;	

	begin	

		kp:=0;	M:=1;	

		for	i:=2	to	1000	do	

			if	(x	mod	i)=0	

				then	begin	

					j:=1;	

					while	(j<=kp)	and	((i	mod	p[j])<>0)	do	inc(j);	

					if	j>kp	

						then	begin	inc(kp);	p[kp]:=i;	M:=M*I;	end;	

				end;	

end;	

	

begin	

	assign(input,'divsum2.in');	reset(input);	

	assign(output,'divsum2.out');	rewrite(output);	

	readln(x);	

	BuildP;	

	ans:=0;	

	Rec(M,1);	

	writeln(ans);	

	close(input);	close(output);	

end.

Заключение

В данной статье представлена методика изучения 
темы «Решение задач рекурсивной генерацией чисел» 
с учащимися V—VIII классов, предлагающая, по мнению 
автора, наиболее простой способ постепенного осозна-
ния механизма рекурсии и способа решения задач с ее 
помощью. Методика включает в себя последовательность 
задач в порядке возрастания сложности, снабженных, где 
необходимо, предварительными общими пояснениями 
и последующими полными решениями предлагаемых 
задач. Серьезной технической основой является раз-
работанная под управлением автора инструментальная 
система дистанционного обучения (http://dl.gsu.by), 
которая позволяет максимально автоматизировать про-
цесс обучения.
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