
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р
1971. Том 198, М 2

УДК 517.947.35:517.946 МАТЕМАТИКА

К>. И. ВАЛПЦШШ

О СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ АППРОКСИМАЦИЙ
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

ДВУМЕРНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

(Представлено академиком Г . Л. Марчуком 3 XI 1У70 )

J , Рассматривается произвольный эллиптический оператор вида
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в ограниченной области D с кусочно-гладкой границей; о > О, Ь > 0;
a, b eCj; с, d , q е С, в D. Заменим L его простейшим (схема «крест » )
разностным аналогом Л *,, определенным па квадратной сетке с шагом h :

L,(uh = — auk { x + h, у ) — рн,. (г, у + h ) — -уиДя — h, у ) —— би„(а-, у — А ) чанДх, у ) ,

«А® — а , р̂ = 6- -$- , уА» =- а + -^- , 8А* - Ь + -^- ,

«А*= 2 (а+ Ъ -f j .
Границу Г области О заменим множеством Г» ближайших к ней узлов

сетки; совокупность внутренних узлов будем называть D.,.
Известно {*) , что при q ^ 0 для оператора Lu справедлив прппцпп мак¬

симума и имеет место сходимость решений задачи
L,,U K = L, Lt*|3;= трь (1)

к рептетшю задачи
Lu= f, и|Г = Ф {/, феСД (2)

при наличии аппроксимации правой части и граничных условий.
Цель данной работы — освободиться от ограничения выяснить

вопрос о применимости метода конечных разностей к исследованию спектра
оператора L\ этот спектр дискретен п целиком располагается к правой по ¬

луплоскости ( : ) .
2. Для функции Грина Gh( P, Q ) оператора Lh, определяемой равен¬

ствами
LhpGh ( Р , Q ) = -£{• fi (Р, (?) , ( Pt Q ) Dh х Du,

Gh( P,Q ) = 0, Pe r,
имеем следующий результат (3).

Функции Грина (? ) конечно-разностного оператора Ь;. в области
Dh стремится при А -+ 0 к функции Грина О (Р, Q ) дифференциального опе¬
ратора L в области D равномерно относительно Р, Q <̂ . D, |Р — р
при любом заданном р > О.

Кроме того, отметим (*, *) , что

Лг S бЛ (Р, <?) -«- 0 {h, р — * 0). (3)
 , \@-<?| <@
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Воспользуемся неравенством (j) Gh ( Р , Q )^С In P _0 i ^ h
На этого неравенства непосредственно вытекает утверждение: по лю¬

бому к О можно указать такое р > О, что, начиная с достаточно мало¬

го А, для любого Q„е ZA выполняется неравенство
л* S <Я (Л 0) < в.

ГМ-Q.I <е
Отметим также, что G ,t ( Q, Р ) = Gk (Р, ( ) ) , где G * — функция Грина опе ¬

ратора iV, аппроксимирующего оператор L\
Введем в рассмотрение повторное ядро Л'(Р, ф) ядра G ( Р , Q ) :

K (P , Q )=l G ( P , P’ ) G ( P\Q ) dP' ( PfQ <= D)tъ
а также ^повторное ядро& Kh { Pt Q ) конечно разностного ядра Gh { P , Q ) :

Kh ( P . Q) = W 2 Gh (P, P’ ) G^P\Q ) (  , QEZ Dh) .

С помощью пряных оценок можно убедиться, что функции ЛГ (Р, Q )
и Kh ( P. О ) равномерно ограничены и имеет место равномерная сходимость
Kk ( P, Q ) HK ( P, Q ) (А — - 0) .
Пусть &{ }. ) п Я 2 ( / , ) — резольвенты Фредгольма ядер G ( P , Q ) и

К ( Р , Q ) соответственно, 55 ( A) п 55г (А) — их знаменатели Фредгольма ,

Аналогично, обозначим через 5&, (л ) , Яг, д(А) , 55Л (А ) п 55s, * ( ? ) резольвен ¬

ты Фредгольма и знаменатели Фредгольма соответствующих ядер
G* ( P, Q ) и А'Л (Р, Q ) . Тогда , следуя Гильберту ( 5 ) , можно доказать, что
55}I !I ( A) -е .08(А) при h -*- 0 равноморпо в любом круге |А|^ /?, а также,
что Я -: . ц (л ) при достаточно малом А существует и стремится при h -* О
к Яг (А ) равномерно в любом круге |А| а вычетом окрестностей нулей
5А. (Х) . Ядра Я ( К ) и 5?!(Я) связаны равенством ( * )

Л (А) = G (Р , Q ) -г ( P , Q , V ) +\* [ G ( Pt Р’ ) Яг (Р • , Q\ A4) dP' -
D

аналогичное равенство имеет место для разностных ядер:
J!h (b) = Gh ( PtQ)+ X3!2th ( P , Q -,V ) + X*h* 2 Gh ( P , Р' ) Л ( Р\Q ;V ).

P'enft
Отсюда следует, что равномерно на любом множестве |Р — <?|^ Р и в лю¬

бом круге | А [^ А? за вычетом окрестностей пулей 5Ь (Аг ) имеет место
сходимостьЯ\(А) к 32 ( A) при А — >- 0т

Замечая, что Я ( Х ) и Я , ( К ) суть функции Грипа операторов L — У.Е
и LK — }£ соответственно (где А не есть собственное значение оператора L ) ,
п записывая решения задач

LtMh — К = “ fLlrh = fh; (4>
Lu — )M ~ f, u [ r = ф (5)

при (р = 0 л <рл = 0 в виде
и* <*) =** 2 ^(Л <2; Я) /*«?), u ( P ) =\ tf ( P , Q; b) HQ) dQ,

Ь
а также пользуясь ( 3) н суммируемостью функции Я (Р , Q -, А) но перемен¬
ной Я, приходим к заключению о сходимости (ц (Р) к ы (Р ) (А 0), равно ¬

мерной в D,

В случае <р Ф 0, <р >, PSS <р рассмотрим, наряду с решениями ti* и гг задач
(4) п (5) , функцию и», определяемую условиями

Lu0 ~ Ацо^0, и0 |г = фЛ
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( i\ — ломаная, содержащая Г*; tp* — кусочно линейная функция на Г*,
совпадающая с <рЛ на Г* ) , и сеточную функцию {и0}л, равную в узлах сетки
значениям Тогда, но доказанному, будем иметь щ — {« <,} ., и — и0

( h -*- 0) , т. е. uh ~y и.
Еслл в задачах ( 1 ) и (2) не выполнено условие q ^ О, го, обозначая

min q ( P ) = — А и представляя L и Lk в виде L — ( L + АЕ ) — АД Д —Р— (Д + ХЕ) — АД приходим к искомому результату.
Т е о р е м а 1. Решение u h ( P ) задачи ( 1 ) равномерно сводится при h -*- 0

к решению и ( Р ) задачи (2) при указанных выше условиях (без предполо¬

жения q 5= 0) .
3. Т е о р е м а 2. Любое собственное значение задачи (2) есть предел

некоторой последовательности собственных значений задачи ( 1) при h - « 0.
Обратно , любая последовательность собственных значений ( 1 ) при А — ()
имеет своими предельными точками лишь собственные значения задачи (2)
и бесконечно удаленную точку .
Для доказательства достаточно применить к функциям 3> - . >, ( >. ) и &> г ( ).)

теорему Гурвица о нулях равномерно сходящейся последовательности ана¬

литических функций.
Приступая к вопросу об аппроксимации собственных и присоединенных

функций оператора L, соответствующих некоторому значению А*, заметим,

что нх можно искать, как собственные и присоединенные функции повтор¬

ного ядра К ( Р 1 0 ) , соответствующие собственному значению АЛ Пусть
Ar^ -v Ав1 есть последовательность собственных значений ядер А\( Р , Q ) п

ХкЧРКьПь — щ, (6>
причем можно считать, что sup|m(E) |< оо . Множество левых частей (6)

ft;реол
при всевозможных значениях h компактно, и тем самым существует после¬

довательность иА {, стремящаяся при Л ,- -> 0 к собственной функции опера¬

тора Л', соответствующей собственному значению АЛ Применяя аналогич¬

ные рассуждения к присоединенным функциям, получаем теорему.
Т о о р е м а 3. Если Ал и А* — собственные значения задач ( 1 ) и (2) соот¬

ветственно , причем Я* — т А5 при h — » 0, то из множества {«•.,} равномерно
ограниченных собстве }шых или присоединенных функций , соответствую¬

щих собственным значениям h, , можно выделить последовательность, схо¬

дящуюся к собственной или присоединенной функции , соответствующей
собственному значению А0.
Повторяя почти дословно рассуждения работы (т ) , где вопрос об апярок

енмацпи собственных и присоединенных функций решается для обыкновен¬

ного дифференциального оператора с помощью принадлежащего М. R. Кел¬

дышу (" ) разложения главной части резольвенты в окрестности полюса,
получим следующее утверждение.
Т е о р е м а 4. Каждая собственная и присоединенная функция задачи

(2) , соответствующая собственному значению может быть получена как
предел последовательности собственных или присоединенных функций за¬

дачи ( 1) , соответствующих последовательности собственных значений,
сходящейся к А*.

Вычислнтелшьш центр Поступило
Сибирскою отделения Академии наук СССР 28 X 1970

Новосибирск
ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

* Л. Б е р с, Ф. Дж о н, М . Шех т е р, Уравнения с частными iдюн»водными, М . .
196С. * А. Г. А с л а н я н, Б. Б, Ли д с к н й, Математические заметки, 7, 4, 495
(1970) . 5 Ю. Н , Б а л и ц к и й , Информ. бюлл. Численные методы механики сплош¬

ной среды. 1, Л1 1 , 31 (1970) . 4 J . Н. B r a m b l e, V. T h o m е е, SIAM J . Numer.
Anal., 6, Ай 4, 583 (1969). 5 И. И, Пр и в а л о в . Интегральные уравнения , M , , 1937.
* Б. И, Сми р н о в, Курс высшей математики , 4, М., 1957. т Ю. IT, В а я и цк п f t,
Журн. вычислит, матем. и метем, фпз. 9, Ай 1, 108 ( 1969) . 9 М . В. К е л дыш, ДАН,
77,

‘
АЙ 1, 11 (1951).

265




