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1. В этой работе мы распространяем теорему порождения полугрупп-
обобщеняых функций (*, = ) в банаховых пространствах на случай локально
выпуклого пространства и приводим теорему порождения для полугрупп-
мер.

Теорем F.T порождения п (', = ) даются с помощью условия на рост резоль¬

венты инфинитезимального оператора в области комплексного переменного,
содержащей достаточно большие Во ?1., Однако в локально выпуклом про ¬

странстве инфинитезимальный оператор, вообще говоря, не имеет резоль¬
венты. Причина этого и, следовательно, того, что не переносятся теоремы
порождения, известные для банахова случая, заключается в том, что про¬

странство эндоморфизмов ненормируемого локально выпуклого простран ¬

ства , снабженное любой топологией равномерной сходимости ни совокуп ¬
ности ограниченных множеств, не является локально выпуклой алгеброй .
Поэтому мы характеризуем полугруппу Т с помощью кекторнозпачных
аналитических функций С (р*е

_,Н) и обобщенного преобразования Лапла ¬

са (:|) на специально введенных пространствах векторнозначных обобщен¬

ных функций,
2. Пусть К — пространство бесконечно дифференцируемых функций

лн В\ с компактными носителями, снабжсптгое обычной топологией (*) ,
X . У — квази-полные локальные выпуклые пространства, L ( Xt У) — про¬

странство линейных непрерывных операторов из X и У, снабженное топо¬

логией равномерной сходимости, R = [0, -(-оо ) .
О п р е д е л е н и е 1. Последовательность мультипликаторов из

К в К называется с о х р а н я ю щ е й, если выполнены условия:
a) U ргД — К\

П=в
B) Цг К сд рп+1А‘ ( га = 0, 1, 2 ) ;
c) рп (0) = 1 ( г а. = 0, 1, 2, . . .) ;
d ) носитель каждого р„связен.
Напомним, что полугруппой-обобщеннон функцией Т в пространстве Аг

называется L (X, Аг ) -значная обобщенная функция (*) с носителем на Й+

( т. е. 7'е КнуЦХ , X ) ) ) , удовлетворяющая условиям:
I. 7(ф*ф) = Т ((р).Т’ (ф) для всех tp, ф е= КНА.\
II. Множество T { Ki$ ) X фундаментально в X ,

Определим Тхе К * ( Ат ) равенством

{Тх ) (<р) = Г (ф) а: для любого е К .

III. Если сужение Тх|кр^ = 0, то х= 0.
IV. Пусть у е ТЧАк -г )А. Тогда Tv является регулярной функцией па IV ,

равной пулю вне R+.
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Заметим, что пз I и IV следует, что если у — Т (<р) х (<р е KR+ ,хеХ ) ,
то

ГГ (*У
_,ф)1, если fg /?+;

Гу= ( о,
где5т — оператор, определяемый соотношением

5T<P (J) = (р(* + B), Bей1.
Следовательно, Т (s_,<p)x является бесконечно дифференцируемой по t пн
R+. Отметим также, что в силу условия I операторы, определяемые соот
ношениями

Т ,у= Т (5_
|ф)х,

обладают на Т (КR+ ) X полугрунповым свойством
Tt-ц= Т ,Т , для всех t , sе

Пусть
0( A ) = {х е X] существует у, что Т'х — Ту на Л*

й +}.
В силу Ш такой у единствен. Определим па 0( A ) оператор А равенством

Ах = у.
Оператор А с областью определения0( A ) называется инфинитезимальным
оператором. Легко видеть, что он замкпут.

В силу IT 0( A ) всюду плотно в X.Более того, имеет место
Л е м м а 1.Л 0 (-4s) плотно в X.

*— 1
Пусть /glim К {я, +ос> ( У) — строгому индуктивному пределупространств

/£[«. +CLi ) ( X ) , « — целое. Возьмем qtgtf и рассмотрим функцию

*(0 - /<$ф) .
Ясно, что supp g cr supp <р — supp /. Следовательно, g — бесконечно диффе¬

ренцируемая функция, финитная справа.
Мультипликативное произведение (*) Т © g определено и является фи¬

нитной обобщенной функцией.
О п р е д е л е н и е 2. ( Т .* /) (ф) = (Т © g ) ( е ) , где е — функция, тожде¬

ственно равная единице на R'.
Л е м м а 2, Оператор свертки f -*- T * f является эндоморфизмом про¬

странства ltoJC*
n +M](X).

Введем в рассмотрение оператор
В : е-+ Рл* д,

где РА — (6'® I )- (б® Л), действующий пз lim К {п,+«) (25 ( А )) (25 (Л)
наделено топологией графика ) 7 в lim К [ П , +<*) ( X ).

Л е м м а 3. Пусть А — инфинитезимальный оператор полугруппы-обоб-
щенной функции Т.

Тогда существует В~1 и B~' j — T * f для любого /g lim «) (-У).
^ дальнейшем мы будем рассматривать сохраняющую последователь¬

ность из бесконечно дифференцируемых финитных справа функций.
Всякой функции Dе рДГ сопоставим функцию fe К(а. я, где а == inf supp р„, Р = шах supp р„ так, чтобы <р = р„ф, Покажем, что это

отображение to„однозначно. Действительно, пусть ф, ф*е К( ,Х : ц и ц,ф == цлф», но в силу d) цп(0 для любого t из (а, р). Следовательно,
ф = ф# на (а, р) п в силу непрерывности ф= ф, вКц. Болес того, ш„—изоморфизм.

Пусть теперь (р (X) = ^ (t ) dt. Рассмотрим пространства
, л*(ркЛГ) *+ (X) = Х „. Определим обобщенное преобразование Лапласа ( 3 )
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па Х„, которое обозначим Через L„:
(£„/) ($) — / (ф ) для любого ф G р„Х.

Опр е д е л е н и е 3. Пусть функция £(Х) принадлежит Lr, ( X „) = Y „ и
является аналитической п области Не X > 0, и пусть д (ф} —
— (2яг )

_
1 ^ (ш„ф) (X) S (X) dX для любой Фе р„Х. где Ла — {X |Пс X > а},

л > 0, и интеграл не зависит от выбора а. Тогда g'(X) называется
р„- п р е д с т а в л е н и ем элемента gе У„.

Наконец, введем операторы
Й„/ = У о ш„-' для любого / eJГ„

н осповные в этой теории операторы Cng — LXl ~rlBil -.L ~' g для любого

Т е о р е м а 1, Пусть X — квази-полное бочечное л-в.п,, (рг.) — сохра¬

няющая последовательность бесконечно дифференцируемых финитных
функций. Чтобы линейным замкнутый оператор А с плотной е X областью
определения, действующий в X , был инфинитезимальным производящим
оператором полу.труппы-обобщенной функции Т , необходимо и достаточно ,
чтобы для п= 0, 1, 2, . . . в пространстве Ул выполнялась условия :

1) существует Cn~' непрерывный;
2) существует G(X) с областью определения {Х|ЛеХ > 0} и со значе¬

нием в L( X , X ) такая, что для любого х е X :
a ) G ('h) х — аналитическая функция на {X |Ле X > 0);
B) G (X) a? является р„-представлением элемента /,„ЙД,.,

_
!СГ.

_
1 (1 ® г};

c) множество {(1 +|X|)“ r7G( X) x|ReX > 0} ограничено в X для неко¬

торого натурального тп.
До к а з а т е л ь с т в о, !) Не о б х о д им о с т ь, Пусть Т — полугруппа-

обобщенная функция. Положим G ( X ) = (ц-пТ1) — Т ( р , Re X >
> О. Так как ц„£“ *<’> е К, то G ( X) еТ (Х, X). Условие 2а, очевидно, вы -

полпяется. По леммам 2 и 3 существует В~‘ непрерывный и, следователь ¬

но, существует Сп~‘ = Lv,Qa~iB~ ,QnLK~l , непрерывный в Yv, т, с, условие 1)
выполнено,

2Ь ) Для любой ф S р„Х

Ч> (0 = (2яг)-1 \ рп<г-иК,<р) (X) d\, t

где интеграл не зависит от выбора я >• 0. С другой стороны, имеем
L^L^C '̂ i i ® Х ) = Ьл (Т х ) , (2)

так как й*(6 <g> х )= б ® х в силу условия с) определения сохраняющей
последовательности. Наконец, применяя теорему Поли — Винера , полу¬
чим с), так как supp (ркГ) с= [0, max supp р„].

2) До с т а т о ч н о с т ь, Положим для любых ф & ркХ, х ^ X
( :Тх) (D) = (2nt)

_
1\ ÿD) (X) G (X) xdX .
дК

В силу условия 2с этот интеграл абсолютно сходится и пе зависят от вы¬

бора о ;> 0. Так как пространство бочечно, то Т — А (Х, Х ) -значная обоб¬

щенная функции. По условиям 1 и 2Ь имеем
{Т х ) (ф ) =[В-'(б 0 i) l («пф),

но р„(0) = 1, следовательно,
Т х= В-' ( б ® х ) ,
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откуда г.лядует, что Т — полугрупп,т-оСобщеппая функция и А — ее знфн-
Н1ITCBUмальни it оператор.

3. Пусть К' ( р = 0, 2, ...) — пространство финитных р раз ггеиро"ривпо дифферентяруеных функций, снабженное индуктивной тоиологней.
Оп р е д е л е н и е 4. Пусть А п — линейный пепрерывный оператор из

А” в L ( А", X ) о носителем на Н Т называется п о л у г р у п п о й - м е р о й,
если для нес вьнтлиепы условия I, III, IV, определение голугругтггы обоб ¬

щенной функции с заменой К да А'“ и условие III с заменой К на К 1,
Инфинитезимальный оператор Л полугруппы-меры Т естественно оп¬

ределить следующим образом:
Айу = lira Г1{Т (А_

(ф) х — Т (<р) х )
(- +о

для любого у — ?’ (ф) а: (ff ^ К\х^ X ) такого, что ггредел существует.
Теорема 2. Пусть (ц . ) — сохраняющая последовательность финитных

справа непрерывных функций. Чтобы замкнутый линейный- оператор .-1ц с
плотной областью определения был инфинитезимальным оператором по-лусруппы-меры, необходимо с т=0 и достаточно cm < — 1 выполнение
условий теоремы 1,

И .заключение выражаю глубокую благодарность проф. Г . II. Акилову
за ?>AB>O==>9 внимание к работе.
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