
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р
1971. Том 198, 2

У Д К 539.3 ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Н. ГУЗЬ, Ф. Г. MAXOFT
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НА СКОРОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ УПРУГИХ ВОЛН

(Представлено академиком Л . И. Седовым 9 XI 1970)

Рассмотрим упругое тело с падальными деформациями, для описания
которых применим теорию конечных деформации. Выясним «опрос: какой
должна быть структура упругого потенциала для изотропного тела, чтобы

, молено было хотя бы качественно описать влияние начальных деформаций
на скорости распространения малых возмущений, полученных из экспери¬

ментальных исследований Тело отнесем к лагранжевыы коордм цатам.
Которые в недеформнрованном теле совпадают с декартовыми и будем
использовать тензор деформации Грина . Величины, характеризующие на¬

чальное состояние, будем отмечать индексом нуль. Дифференцирование
обозначим индексами после запятой, по всем повторяющимся индексам, за
исключением индексов m и /, во всей статье производятся суммирование от
1доЗ.

1. Линеаризованные уравнения движения {*, Е) запишем в виде
[ О», (3(im Ч" n) 4" QivPm, nl , i — рИ ,в — 0. (14)

Здесь и., и сг , п* — возмущения перемещений и обобщенных (2) напряжений;
и ,г:" и о, ., * — значения этих величин в невоаиущенном состоянии; р —
плотность среды а недеформнрованном состоянии.
Пусть начальное деформированное состояние будет однородным, кото¬

рое определим следующим образом:

— (Л.м — 1) жт. (1,2)

Будем считать, что упругий потенциал Ф для изотропного тела есть
функция трех алгебраических инвариантов Л, А , Г . Тогда лпноарпзошшпме
соотношения упругости для случая начальной однородной конечной дефор
мацнн ( */) запишутся в виде

1 — (1 — 6jj) GD ( kiUi' j -f- i ) : (1,3)

й‘* = [fi“ + 6ji ~ l ) + 36"("4-j J ["a/o^o + - *> '

, o f t’-M1 Э’Ф» 1 , Го , o ^s л , дФо ]*+ 3(~; +Н «г+ 3^ - 11щу !6-
г 1 и I оGtj ^ ~r [ 2^ + ?s

К
! Ц — 2 Зфп .

Jifrг

д1р!°
1 = 1, 2, 3; (1,4)

(1.3)

Подставляя соотношения (1,3) в уравнения движении ( 1,1 ) , получим
уравнение движения н перемещениях

Lniu,= О,
Здесь введены обозначения:
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dI ^2 H- (1 fym) fc fc
l j j m

— (1 — 6tni) Gimb}m\} &T _ / I r _ S a & j m 0Х 1
,Т .

-j p -
а и G<i определяются выражениями (1,4). (1,5).

2. Пусть n идеально упругой изотропном теле, подвергнутом чисто сво ¬

бодным конечным деформациям, распространяется плоская волна
Щ*= у = 1, 2, 3, (2, 1 )

где к — волновой вектор, г — радиус вектор точки, ы — частота.
Подставляя выражения (2,1) в (1.(3) , получаем характеристическое

уравнение для определения скоростей распространении! плоских волн
в данном направления: — pwz6«j|= 0, (2,2)
где

bmj ~ Т ^ ~Г
+ (1 - ьы ) G lms}m^$ + с;?вме ( 2, 3)

С целью получения конкретных результатов рассмотрим случай, когда
тело загружено только вдоль осп Ох3, а плоская волна распространяется
в направлении Ох,, перпендикулярном действию напряжений. Тогда ха¬

рактеристические уравнения (2,2) вырождаются в три уравнения:
bu — рог* = 0; (2,4)

йн — рм1 = 0, ii3 — рш* — 0, ( 2,5)
где .

^11 — а11^!^1 > &22 = b3s — G laA-j&i. (2,6)
Из выражений (2,4) , (2,5) , учитывая (2,6) , получаем три скорости рас¬

пространения плоской полны в нанравлении Ох ,. Одна из них определяет
скорость волны расширения, две упругих скорости волны сдвига:

Pci*! = (2,0
pci*- = ,п , рс*л — (2,8)

Здесь с,*, — скорость продольной полны; е«, и с,,. — скорость водны сдвига ,

когда частицы смещаются соответственно в направлении оси Or., и Ох3.
3. Из анализа экспериментальных исследований (:|, *, *) следует, что при

сжатии уменьшается, а увеличивается) величина с ... уменьшается, а ,
с„„увеличивается. Из формулы (2,8) следует, что с„, может уменьшаться
(при увеличении Л« ) , a ctX :i может увеличиваться (нри уменьшении >.- )
только за счет изменения величин Git и G,в, причем 0,г ф G,3. Если же
эти величины (C)t и Gi 3) равны между собой, то нельзя будет объяснить
экспериментально обнаруженное явление, придем в этом случае к выводам
противоположного характера. К аналогичным выводам можно прийти , ана ¬
лизируя экспериментальные данные, полученные нри растяжении (5).
Выясним, какие ограничения на форму упругого потенциала дают усло¬

вия G,sф G, j. Из выражении (1,5) получаем, что в случае Ф - <!> (/,. /*),
где Ф — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция,
следует G ,i (715, Таким образом, только предполагая зависимость упру¬
гого потенциала от третьего алгебраического инварианта I .,, можем ( 1 ,5)
удовлетворить условию G,.. ф Gl 3, а следовательно, получить возможность
для объяснения экспериментально обнаруженного эффекта. Поскольку лю¬

бые первые два инварианта тензора Грина выражаются только через пер¬

вые два алгебраических инварианта, то приходим к следующему выводу.
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Только учет зависимости упругого потенциала от третьего штершшты
может объяснить п рамкам изотропного тезу закономерности распростра ¬

нения малых шишущепип и телах о, начальными деформациям и .
Этот результат иолучин к рамках теории конечных деформаций, к ана ¬

логииному hbi коду можно п | > ii ii-Tii и к рамках теории малых деформаций.

Полученные результат» объясняют, почему г; описанию закономер¬
ностей распространения волн (малых возмущений) в телах с начальными
деформациями приклепают ( ' ) простейшую фирму упругого потенциала,
содержащую третий инвариант , — потенциал Мурнагана (').
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