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В ( 1
_

3) предложен метод ф решения широкого класса задач дискретной
оптимизации, основанный на построении последовательности планов вспо
могательной задачи в порядке ухудшения оценочной функции (миноранты
нлп мажоранты ) . В настоящей работе излагается модификация этот мето¬

да (метод ф) , сущность которой состоит в построении последовательности
планов (в том же порядке) с пропуском заведомо пеонтпмальных* Оказы¬

вается, в схему нового метода ф вкладываются известные методы решения
задач целочисленного линейного программирования — метод отсечения
(Гомори ) и метод ветвей и границ (Лэнд и Донг ) . Показано также, как
метод ф можно применить для аффективного рощения .задач линейного
программирования с булевыми переменными и неотрицательными коэффи¬

циентамн ограничений,
Начнем с общей схемы метода ф решения задачи Ш максимизации (функ¬

ции Р(ж ) на конечном множестве Р .
Метод ф применим к решению задачи 91, если выполняются условия:
1 ) .можно найти расширение R (конечное или бесконечное ) множества

Р ( R =; Р ) ц (функцию () (х) , определенную па R и являющуюся мажоран¬

той функции Р (х) , т. е. ф7(.г) ^ F (а:) для л: & Р;
2) можно построить алгоритм ф, который па к м шаго ( к — 1, 2, . . ,)

эффективно находит элемент rk е R.обладающий свойством
Q ( rk ) = max Q (ж) ,

где Ri — R, = \Д (гж_,), А = 2, 3, -., Здесь г*
_, Л ( гД(

_ ,) с: R.
Кроме того, если i е Р, то

F (г*.,) = max F (-5),

а если ÿ0-,еР, то 7? ( rft
_

t ) f|Р= ф.
Дли последовательности г„г*, ... справедливК р и т е р и й о п т и м а л ь н о с т и.Если существует такое, натуральное

число А, что Р* = (гь rs Г*} П РФФ «
Q (г*) < max F {х ) = F ( р’ ) , /цI1'го р‘ — оптимальный элемент задачи St.

Поэтому А-й шаг метода ф решения задачи 5£ состоит в следующем.
С помощью ф находим rft. Если Р* = ф, то переходим к (А -{-1)-му шагу ф.
Если Р^ Фф, то проверяем, выполняется ли условие (1). Если да, го р* —
оптимальный элемент задачи St. Если нет, переходим к (А -( 1) -му шагу ф.

Легко видеть, что в схему ф укладываются известные методы отсочепия
Гомори для решения задач целочисленного линейного программирования,
если считать, что бесконечное расширение R получается отбрасыванием
условны целочисленности, а (? (Х) = Р(Х) для всех X е R. Очевидно, что
в этом случае критерий (1) срабатывает аЕТттматически, как только найден
целочисленный план Хх (Х„е Р).
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Процедуру решения задачи целочисленного линейного программирова¬

ния методом Лэнда и Донга также можно трактовать в терминах метода ф.
Действительно, расширяем множество планов Р исходной задачи, отбра¬

сывая условия целочисленности. Решив полученную задачу линейного про-
граммнронапия, находим план А\. Если все его компоненты целочисленны
(Л [ с:Р ) , то A'j — оптимальный план исходной задачи.

А - й шаг (к= 2, 3, . ..) . Пусть г *-1 — нецелочисленная компонента
плана А*

_,. Тогда- /{ ( А\_.) = {А'| [ хГ' ] < х,< [ хГЧ + U %55
тт далее по схеме ф в предположении, что Q ( X ) = F ( X ) для.A"s R.

Конечность метода Лэнда тт Дойга при такой интерпретации действий
аргументируется ограничеттостыо каждой переменной сверху п снизу.

Несомненный интерес представляет другой вариант схемы if , когда мно¬

жество планов Р нс расширяется ( R — Р ) . Естественно, что в этом случае
необходимо определить мажоранту на Р. Достоинством этого варианта яв ¬

ляется то, что, строя лишь планы исходной задачи, всегда можно оценить-уклонение лучшего из полученных планов от оптимального. Такой подход
к решению задач целочисленного линейного программирования удается
осуществить для следующей задачи S3:

F (х)= 2jtyFj-» max; (2)
B=.v

1 = 1, 2 m; (3)
Tfc.V

/ = '1, 2, . . . , «; (4)
х,— целое, / = 1, 2, (5)

где N = {1, 2,..., n}, а параметры ац ^ 0, б, > 0, с, — целые числа. Не ис ¬
ключая общности, можно считать, что с,> 0 для любых /еЛ! (в против¬

ном случае j-n компонента оптимального плана равна нулю).
Введем отношенне порядка для векторов: Хг ^А", если х / ^ х’\/ = 1, 2,..., п. Если среди последних неравенств есть хотя бы одно строгое,

то будем говорить, что X' меньше, чем X" ( X' < X" ).Очевидно, если Х<, —план задачи ©, то всякий меньший вектор — тоже план задачи S3. Кроме
того, так как все с,- > 0, то

F ( X ,) ^ F ( X ) для ,(6)
Поэтому при построении последовательности планов задачи S3 в порядке
ухудшения мажоранты можно не конструировать планы, которые меньше
уже полученных, так как среди них нет оптимального плана.

Совокупность ипдексов v с~ N будем называть допустимой п писать
PS®, если 2 1=1, 2,..., m. Очевидно, ЧТО V = ф — допус¬

тив
тимая совокупность. Пусть пара (п0, и„) такова, что и*, a N, и* П v0=ф,
V*е <2>, N\{и* U к*}= {/„ /2, • , /,}, где /, <Г /* < ... < Пусть
Л= {/., 7's, /с = 1, 2, .. . , q, и /« = ф. Определим план X (н„, ц0) =:

= (лг,°, хг*,..., Хп°) задачи S3, компоненты которого вычисляются по фор¬
мулам

„ _|о для / еио ,
*J { 1 для f f= v0\

ar? = Г1, если v0 и *1=1} U
lk ( 0 в противном случае,

где к= 1, 2, , ... q. Далее введем обозначение щ. = {71/SЛ' \ ц», х * = 0}.
Для пары (ц0, K0) определим множество хтпр И’ (и0, у,) = {(ы,, у,),
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(Вг, Уа) , . . . , ( U|7lSt uin7, ) ) * тто правилам:
« I = и0;
Uр — Uр-з ^= 2 г 3, . , . , | ц р ||
IJP = I?OUOP}* р — ^ Л I »о u

где {A, h = ы0, причем . Естественно счи ¬

тать, что ТЕ(u 0, V t ) = ф , если й» = ф.
Введем множество И7* ов) = { (и . н)|(и, v )е ТЕ(щ,, C») , V ^.0).

Через Р (ве, i?s) обозначим множество планов задачи (2) — (5) с дополни¬

тельным условием
Г 0 для jеи0,

Х > ~ 1 1 для }е v0. О )

Тогда имеет место следующее соотношение :
IJ Р (н, v ) — Р (и®, и„) \ (Х [Х^Х (м0 , и») , Хе Р {и0 , » () }. (8)

Пусть fftte, V n ) — m i n F i (ы®, г®) , где F( (us, p*) — максимальное зпаче-
" i<Kn

нпе функционала F { X ) при условиях (4) , , ( 7 ) и S ^ **
jerv

Сформулируем алгоритм фе построения последовательности планов за¬

дачи ®,

Пусть ТЕ, = (ц(,\ у*1) ) , где ц(1> = — ф.к - й ш а г ( Ar = i , 2, . . . ) а л г о р и тм а^. Паходим
max F (и , у) = F (н^, C{*^)

(и, *)етУА
н план А\= Х (ц(*>, Строим множество пар

ТЕ*, , = {ТЕ* \ (и<\р«)} U ТЕ'(ц<*\ 10 )
и переходим к ( & ф- 1) -му шагу . Работа алгоритма ф® заканчивается,

ТЕ*+|= ф.
Из (8) и алгоритма ф„ получаем

О P (u t v )= P\[J Р ( Х ,) , * = 1 , 2, . . . (9)
(и, P)GWA(i1 t=i

где P= P ( al1\ iA’ )) — множество планов задачи 0, Р (Х ) = {А | .У^Х(,
X P ( t/W, yW)}. При этом, в силу (6 ) , имеем

F { X k )= max i^X) , к = 1, 2, fi()\
хеР (Л*) '* >

Так как и<*1) ^F( X*) , A= l, 2, . . . , то функция () ( Xs) =
= yt*>) является мажорантой функции F ( X) ***, причем для любой
пары (о, у ) ен ТЕ* справедливо равенство

F (u, v ) 1- Q ( X (и , у)) = шах ф { X ).
X f S P (и. l)

Теперь, учитывая (9) п ( 10) , можно утверждать, что алгоритм ф» ра ¬

ботает так же, как и ф, если считать Н = Р. Поэтому дли последовательно¬

сти А\ , Х г, . . . справедлив критерий оптимальности. Итак, йг-й шаг ( к —— 1, 2, , . ,) алгоритма ф® решения задачи 0 состоит в том, что с помощью
алгоритма ф( находим план Хк и проверяем , выполняется ли неравенство

Q ( Хк ) < шах F ) = F (Х^. . Ж )
Если да , то X/ — оптимальный план задачи 0, Если нет, то переходим к
следующему шагу ф®.

* ]ц| — число элементов множества «,

** Пто значение можно легко пайти (см , , например, ( * ) ) ,

*** Заметим, что в качестве мажоранты /’’ (ко , г» ) можно брать максимальное нпа-
чепио функционала F ( X ) при ограничениях (4) , ( 7 ) и s-ограппчсшга Балета (*) ,

2*
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З ам е ч а н и е 1. Если на ft-м шаге работы алгоритма условие (11)
не выполняется, то для оптимального значения F* функционала задачи Э
имеют место двухсторонние оценки

max Г ( Хд*£ Г ^О ( Хк ).
%<И<к

З ам е ч а н и е 2. Кслп на к м шаге работы тр0 окажется, что IV’„.ц= ф*

т. е. работа алгоритма закончена , то Хл* является оптимальным планом
вадачп 0,

Предложенный здесь метод решения задачи S реализован на ЗИМ
«Минск-22». Было решено 10 задач размером тХя-5 X 3 2. Бремя по ¬

лучении оптимального решения колебалось от 10 сск. до 3 мин., а коли¬

чество итераций — от 30 до 120, Для задач 10 X 48 время решения было
в пределах от 1 до 7 мил. Максимальный размер решавшихся задач
2 8 X 0 1, Решение пяти таких задач потребовало 15 сек. ( 12 итераций ) ,
2 мни. (31 итерация ) , 8 мин, ( 104 итерации), 11 мин. (202 итерации)
и 17 мин. (395 итераций). Во всех перечисленных задачах больше поло¬

вины времени ЭВМ работает, чтобы убедиться в оптимальности уже по
лученного плана.
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Минск

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 В , А. Е м о л п ч е в, ДАН, 192, 5 (1970) , э В, А. Еме л н ч е в, Б. II К о м ¬

л и к, ДАН, 188, 2 (1989). ! V. A, E m l l i c e v, V. I. K o r a l i k, Soviet Math. Dokl.,
10, Й (1969) . * Б . И, Ком л и к, В. А. Е м е л н ч е в, Док.т. АН БССР, 11, 12
(1Ш). * Е. В а 1 а Я, Орег. Rea., 15, 5 ( 1967).

276




