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В работе ( 1 ) Г. Леви привел пример дифференциального оператора L
первого порядна с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами та¬

кого, что уравнение
1п= / (1)

неразрешимо в пространстве распределений 3)' прп некоторой правой
части / i= ÿ™ ,

Л, Хермандер описал обширный класс уравнений, не имеющих реше ¬

ний (г ) ; условие Хермакдера заключалось в существовании (х, 4) таких,
что

Хя (\1) = 0; (2)
( z> s) = 0, (3)

где Lm — главная часть L, а С= L^L — LU*\ — формально сопряжен ¬

ный к L оператор, В дальнейшем эти результаты были обобщены им же па
случай псевдодифференциальных операторов (*) , последующее обобщение
принадлежит ГО. В. Егорову (s ) .

В этих работах требуется, хотя бы и неявно, простота некоторого решс
ния уравнения (2) ; при этом определяющей является главная часть, а
младшие члены ни п условие Хёрмлидера, ип в условия Егорова не входят.

В настоящей работе изучаются дифференциальные уравнения с крат¬

ными характеристиками; в теоремах 1, 2 предполагается, что
Д.ДЯ, £) = A*^, £) <?(*, £) ; (4)

в теореме 3 научаются уравнения более общего вида.
В работе будем придерживаться обозначений;

х = (zlt ..., яг, ) t= QсR', Si — открытая область; £ = {£(, . . . , &) e R';

|a|<nt |a| *
(x) eC” (t2 ) ;

Z» ( x ,|)з 5), L m ( x , l )ш L { X , l ) ,

L= L ( x , D ) = S
lm ŵ i

Сформулируем необходимую нам лемму 6,1,2 из {*}.
Л емм а, Если уравнение (1) для любой / ^ С0“ (Й ) имеет решение

и <=3>' ( Q ) , то для любого G — компактного подмножества существуют
С, к такие , что для любых it, vеС„°° (G) выполнено неравенство

^ uvdx
h ^ II V II^ ^ 11с*(П) - (5)

Т е о р е м а 1. Пусть Lm представима в виде (4) , еде A, Q имеют
бесконечно дифференцируемые коэффициенты и пусть существуют
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(г, q) ей X (IV — {0}) такие, что для А (ж,|) выполнены
(3) и

условия ( 2 ) ,

<? (£, 1) ^0 (6)
и либо

4 1̂’(г, *) Ф 0, U = L - A A Q, (?)
либо

Lm-i (г. С) = v (г , £) А (ж , С) ( Г )
для всех ~ ( х, с ) е= 11 X С1, близких к (г, £) ; v (ж, £) е С°°.

Тогда существует / ^С0” (Si) такая, что (1) не имеет решения не
е J2)'(£> ) .

Теор ем а 2. Пусть Lm представима в виде ( 4 ) , где А имеет вещест¬

венные коэффициенты и существуют (х,|) такие , что
А (£,|) = 0, Q (х , I )ф О , ( АО- ) (£ , £));=1,. .. (1ф0.

П (ж, Е) = Lm-\( x, f ) Q~l (ж , вещественно и отлично от 0 ,а С®*
_
4 ( х. £) =f=

Ф 0, где k — ord .4,
С = АП- ПА , И = R (ж, D ) -Ям ( х, D ) .

Тогда существует / eCD*( Q ) глядя, что (1) не имеет решения не
е= £>' ( £2 ).

Доказательство аналогично соответствующим рассмотрениям из ( г~‘),
с той лишь разницей, что в доказательстве теоремы 1, если выполнено (7) ,
и в доказательстве теоремы 2 и= v надо брать в виде

N

и= v — exp (icjpw? + гфы) 2 ^ г,а>-л, (8)
tl — о

а в случае (7') в доказательстве теоремы 1 и — v надо брать в обычном
виде

iV

и = V = exp (*ф<В) 2 «„О)-",
Hi— в

но здесь и>„будут удовлетворять дифференциальным соотношениям 2-го
порядка; при атом в доказательство теоремы 1 1ш <р ^ е|г — ж| 2, ф (ж ) =— О, а в доказательстве теоремы 2 <р вещественна, а 1пп|> ^ к ] ж — ж|!,
ф (ж ) = 0.

Для исследования вырождающихся уравнений требуются модификации
стандартных методов в духе работы ( а ) .

Пусть имеется х е= £ 2. разбиение пространства
х — х' фх"= (ж1т 0 0) + (О,... , О, ж<+1, .. . , ж,),

соответствующие разбиения для £ и для мультшшдексов, г целое, г > 2,
р > q 7> 0 такие, что для всех g"

i&V) (* Г) = о. <э>
как только

и ! М
р

Ш-Сг.ч
Без ограничении общности можно считать, что х =

ординаты
* * * <т

Гцон — ^rraptL>a, .Гнив = rLTaj,ti)'r ,
т ^ сг ^ 0 — целые.

0. Введем новые ко-

Тогда, если было выполнено (5), то для любого компакта W cz R; (если
о — 0, на W налагается условие W cz { j r"| < е}, если же т = 0, то
Ж )



(10)

W cr { |ж | < e) J существует (о (И7 ) такое, что

11 'uv dx ^^ llv Sc*(W> ' ^к ' ' ^
для всех it, v еСп"(Й ) и где LJ-Ч получен из L после замены
переменных.
Если

1°. и
*— 1

exp t | - ! ^Vi f*) 1 X w.
t-rb

(11)

где n > v^ 1 — целые; либо
2°. и= exp £ ! 2 <Pj (Js) M**J’) X iff , (12)

j=o
TO

Lvu = exp i : E'arV1 + 2 qpj ix ) «’'"'jM*{(Л ( x ,l" ,^) -f

+2 «»*"* (H (®.Г. Фо*-Л ') ф ) + B f t x .V ) [фо * ,Фн )) w +
ш j=t

+ «гч{Я (г,Г, Ф01
’Я') + (аг ,|') [ <р0, Ф*-х]) и- Н- . . . ) ,

где /? , С — нелинейные дифференциальные операторы , действующие на
Фо D,-| и фв, . . . , ф\,-1 соответственно,

d

я =- 34»(*,г. (13
*8=1

п случае 1* или аналогичная формула в случае 2°.
Используя стандартные методы, моншо полупить , что верно следующее

jтверждение .
Теорема 3. Пусть существуют т, а, п. х, такие , что для любого на¬

перед заданного числа N в окрестности некоторого хщ •= R1 ( \ х'" \ < е , если
а= 0; |i*| <1 е, если г=0 ) можно найти функции ф,;, . . . , ф,_!, удовлетво¬

ряющие условиям

1". D* (^*) — 0, 0 < /с^ v — 1, 1ш ф^г) ^О, k <\,
1шфд (;г) ^ Ъ\х" — x‘"\ s, Iin D* (^) ^ — С\ х" - х*" \ *, к <

Im фц (^) 61 лг' — х*' |* — С \ х" — х‘"\ г, 6 > 0 п v — ц = 1;

либо V — д= 2 и А { х, s" qw) =О < I ж — Ж- 1 -v) , Ну } -\- В ] ( х,
,ф^] =0( \ х — хя|я), 1 < / — 1, и Лй ( х‘, I", фаг< (х*) Ui н =*=?ь 0; либо аналогичным условиям в случае 2
Тогда при некоторой f &.C0 ~ ( Q ) уравнение (1 ) не и.«еег решения
ве®'). (Й ) ‘

И р и м еры . 1 ) L =^V+ * * + [ )% m (*) ~ , если а (*) ф0 и

вещественна , аа (а?) невещественна при каком -либо 1^/ «£ ( — 1 , то
1

(1) не разрешимо при некоторой / £= CQ (Q);
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2) L = (4i) -$ (4) + <ia +^i
Или

где a вещественна , отлипла от 0, p невещественна . Lu = f не имеет ре
шенин ие®'(£1) при какой-либо /^C^Q) , если £2 П { î = 0 }фф ,
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