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Мы будем использовать понятия и терминологию работ (1-‘).
1. В статье ( J) А. Н. Колмогоров ввел понятие асимптотически опти ¬

мального алгорифма *, Можно показать, что область определения опти¬

мального алгорифма, построенного в (3) , является креативным множест¬
вом. Мы приведем ряд теорем об областях определения оптимальных ал¬

горифмов,
1.1. Слова в алфавите 0 ] будем называть Д - с л о в ами. Пусть Я — Ф

алгорнфм, Д-слоно Q будем называть Sl-кодом Д-слова Р, если 3(0) zrzP.
Слово Р назовем ( п, 3) -с л ожным, если существует Д-слово Q длины не
больше, чем я, являющееся 3-кодом слова Р.

Перенумеруем все Ф-алгорпфмы к порядке возрастания длин их изо¬

бражений **, Символом <А> будем обозначать Ф-алгорифм с номером к.
1.2. Пусть / — общерекурсивная функция двух переменных. Ф алго¬

рифм 3 назовем /-о п т им а л ь ным, если для любых натуральных чисел
п л к всякое ( гг , ( к)) -сложное Д-слово является (/ (п, к ) , 3) -сложным.
Из существования асимптотически оптимального алгорифма вытекает

осуществимость такого натурального числа С , что при любой общерекур ¬

сивной функции / двух переменных всякий f-оптимильный алгорифм явдя ~
ется и Хпк / (л -f- 3[1ок: ( к -)- 1)], С ) -оптимальным ***.
Перенумеруем все Д-слова следующим образом:

г (Л) ч± 0,
если Д-слово Р не пусто, то

т (Р) ^ v (P) + 2^ -1.
1.3. Булев вектор R назовем л - о т р е з к ом н е р с ч и с л имо г омн о-

зк е с т в а Д - с л о в 24. если
1) [7?° = 2я+|— 1;
2) для любого Д-слова Р длины не больше п выполняется энвивалсицпя

о,(р)+1 (Д ) з:

1.4. Пусть g — общерекурсивная функция. Будем говорить, что иере-
числимое множество Д-слов 31 g-c в о д и т с я к перечислимому .множеству
Д -слов 2Л, если осуществим Ф-алгорифм 3 такой, что каковы бы пн были
Д-слово Р и g ( [Pa )-отрезок R множества Ш , алгорифм 3 применим к слову
PaR п

3( РаП ) хА ^ Р еЛ.
1.5. Пусть / — общерекурсивная функция двух переменных.' Перечис¬

лимое множество Д-слов 2К назовем /-у н и в е р с а л ь ным, если для лгобо-
* В работе (*) Г, Б. Мараиджян рассматривает различные свойства таких алго¬

рифмов.
** Алгорифмы, длины изображений которых одинаковы, нумеруются в лексико¬

графическом порядке их изображений.
*** Мы будем употреблять -̂обозначения А. Черча (см. (4), § 10).
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го перечислимого множества Д-слов 24 можно указать натуральное число п
такое, что множество 91 Хот /(и», л ) -сводится к множеству 9Й ,

1.0. Под о б л а с т ью о п р е д е л е н и я Ф - а л г о р и ф м а Я понимаем
множество всех Д-слов, к которым применим алгорифм Я.
Т е о р е м а 1. Существует общерекурсивная функция g такая, что при

любой общерекурсивной функции } двух переменных область определения
всякого /-оптимального алгорифма является },nk f ( n, g ( к ) ) универсаль¬

ной,
Т е о р рм а 2. Пусть / — о бщ е реку рейвная функция двух переменных,

9R — / -универсальное перечислимое множество Д-слов.
Тогда для некоторого натурального числа С осуществим t.nk

f (n -\- 3[log2 ( k -f- 1) ] -f- С , С ) -оптимальный Ф-алгорифм Я, область опре¬

деления которого совпадает с множеством $4.
1,7. Ф-алгорифм Я назовем о п т им а л ь ны м, если оп является /-опти¬

мальным для некоторой общерекурсивной функции / двух переменных.
Сл е д с т в и е 1. Область определения любого оптимального алгорифма

эффективно нерекурсивна*,
Сл е д с т в и е 2, Невозможен оптимальный алгорифм с гиперпростой

областью определения.
Сл е д с т в и е 3. Можно построить асимптотически оптимальный алго¬

рифм с эффективно простой областью определения**.
Сл е д с т в и е 4. Можно построить асимптотически оптимальный алго¬

рифм с простой областью определения, не являющийся эффективно про¬

стой **.
Сл е д с т в и е 5. Осуществим асимптотически оптимальный алгорифм

с мезоической областью определения **.
2, В атом пункте мы приведем усиление следствия 1.
Используя теорему 1.1 из {' ) , § 4, г.т. IV, нетрудно построить Ф алго¬

рифм И такой , что каков бы ни был Ф-алгорифм 0. алгорифмы U ®»a и0 эк¬

вивалентны относительно алфавитаOjo ***.
2.1. Пусть 2)1 — перечислимое множество Ф-слов, п — натуральное чис¬

ло. Д-слоно Q назовем (5ДО, я) -р а з р е ш а ю щ и м, если для любого Д-елова
Р длины не больше п

!U (QaP ) & ( U ( Q a P ) жА = Р е 2И) .
2.2. Функцию / назовем н ижн е й о ц е н к о й п е р е ч и с л им о г о

м н ож е с т в а Д - с л о в Ж, если при любом п длила всякого (2)4, п ) -раз¬

решающего Д-елова не меньше, чем f ( n ).
2.3. Пусть / — общерекурсивная функция. Символом будем обозна¬

чать частично рекурсивную фнукцшо, определяемую равенством

/“ ' (*:) 4^ *17*
Нетрудно видеть, ч т о /“ ' — функция, «обратная» к /. Действительно,
1) / ’ ( / («) ) < я,
2) если!/” ' (л ) , то /(/“ * («) ) S* и,
3) если / — неограниченная неубывающая функция,то

(/"*) “ * (» + 1) = /(") + 1-
Т е о р е м а 3. Пусть / — о бщ е рекурсивная функция двух переменных,

Я — j-оптимальный алгорифм.
* Определение эффективнойÿ™ см. в Г ) .

*•Определения простого эффектинно простого, мезояческого множества см. в (*) ,
гл. IV, $ 8.

*** Обозначение Up понимается так же, кап в статье (•), обозначение 8’ пони¬
мается, как в С).
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Тогда можно указать такое натуральное число С , что функция
\т ( ( /.п f { n, С ) ) ~' (т + 1) -г С )

является нижней оценкой области определения алгорифма 8.
Т е о р в « и 4. Пусть / — неограниченная общерекурсивная нижняя

оценка перечислимого множества Д-слов 271,
Тогда для некоторого натурального числа С осуществим fJlk /

_
1 («-}-

Н- 3[logi ( к -f - 1) ] -j- С ) -оптимальный Ф алгорифм 8, область определения
которого совпадает с множеством 27?,

3. В статье ( J1) Я, М. Барздинь указал простое множество, для которого
возможна вероятностная машина, «перечисляющая » с большой вероятно¬

стью бесконечные подмножества его дополнения. Можно показать, что по¬

строенное в ( 1 J ) простое множество является /-универсальным для некото¬
рой общерокурсишюй функции / двух переменных. Можно построить
асимптотически оптимальный алгорифм с простой областью определения,
обладающей таким же «вероятностным» свойством. В этом пункте мы по¬

нижем, что условие универсальности не является существенным.
3.1, Ф-алгорифм 8 назовем п р е о б р а з о в а т е л е м, если при любой

Д-слове Р\
1 ) М (Р) ;
2) !& (Р) есть а-слов&рь в алфавите 0|;
3) слова 8(^0) и 8 (Р| ) начинаются словом 8(Р).
3.2. Перечислимые множества Д-слов 271 и 3! назовем э к в и в а л е н т-

п ы м п, если существует такая общерекурсивная функция / двух перемен ¬
ных, что 3! /-сводится к 27!и что 27! /-сводится к 3!.
Т о о р е м а 5. Для всякого перечислимого множества Д -слов К можно

указать эквивалентное ему перечислимое множество 2!такое , что
1) если 27!неразрешимо,то 2!просто;
2 ) для любого натурального числа к можно указать преобразователь 8

такой, что при любом п квазиосуществимы не менее , чем (1 — 2"*) - 2”
Д -слов Р длины п таких , что
а ) словарь8(Р) содержится в дополнении множества 21 *,
б) (о, 0 j )-объем словаря8(Р) не меньше,чем уп — 2к.
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* Т, е. никакой {а, 0] )-элсмент словаря Й (Р) не принадлежит множеству К.
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