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Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

(* = * п> - (!)
'правые части которой являются ы-периоднческимп по t функциями, т. е.
U ( t -Ни, хи = /, ( *, xt , . . . , хл ) ( i = 1, . . . , где ме (0, +«> ) ,

Задача о существовании и единственности периодического решения си¬

стемы (1) с непрерывными или удовлетворяющими условиям Каратеодори
правыми частями служит предметом многочисленных исследований (ряд
ножных результатов, полученных я этом направленни, собран в ( ’ ) и (г) ) ,

Б настоящей заметке эта задача исследуется в случае , когда функции
/, ( /, Хи - . , яп) (i = l, . , , , n) , вообще , пе являются суммируемыми по t
па отрезке [0, в].

Ниже приняты следующие обозначения.
Запись /(*, х хп ) ^ К (а, 6) означает, что функция / (*, х ,, - * > х » )

прп любом г^ (0, +сю ) удовлетворяет условиям Каратсодорп в области
а< t < Ъ, — г< Хи , . . t хп < г.

Через L( a, i> ; t , , . . . , *„, ) и '{9, Ь\ , lm ) обозначаются множества
всех функций, принадлежащих соответственно L ( a, р ) и К { а , р ) для любо-
го промежутка [а , р ) с= [а , 5 J , который но содержит точек tt (i =
~ I, , , , , m).

Т е о р ем а 1. Пусть е области 0^ t ^ и, — оо < x l t . . . , х„< + оо
выполняются неравенства

х * ) sign (<т ,х ,Х р{ ( / )|Xj | + S Pi/ (*) I xi I + 9t (* )

( i = 1 re) , ' (2>
где (it = 1 или - 1, функции p,7(f ) и д^ ( 1 ) ( i, / = 1, . . . , re) неотрицатель¬

ны и суммируемы на [0, м], а функции р .: ( 1 ) ( i ~ re ) неположи¬

тельны и отличны от нуля на множестве положительной меры. Пусть да¬

лее для каждого iG {1 , . . . т п) либо
fi ( i , Xi, х„) GA' (0, се ) и pt ( t ) 55 L (0, о) , (3)

'

•'

либо найдутся такие числа [0, о] { } — 1 , . , . , Vj) , что т,7 7> 0 при
Oi = 1, тц < а при а, — 1,

/т (^ р хи I ^А ^5 т;1 , , Tjvj) г Р\ (^) £= Е (0, (в , ти , . > , T j v
^) (А)

и

I М0^| = + °° (/ = i, . .. , v4) (5)
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при любом достаточно малом б > 0. Если, кроме того , все собственные
*л

числа матрицы А= (а1} ) , еде alf = р ] } ( х ) dx , си = 1^1 —
о

«А

— ехр ( j Pi (f ) dt j| лри p; ( t ) t= £ (0, ш) и a, — 2 при p -.( i )ф L{0,w)tm>a
модулю меньше единицы, то система (1) имеет апериодическое решение.

Д о б я з а т е л ь с т в о. .Мы должны доказать существование абсолютно
непрерывных на [0, ш] функций хМ ( i - 1, ... , 2), удовлетворяющих
системе (1) ори нечто всех (е fO. toj и условиям

*{0) =*Ы ( г = I п ). {6)
Подберем |5 > 0 настолько малым, чтобы все собственные плела мат-«

рпцы А$ = ( {ii + Р) были но модулю меньше единицы,
a

Обозначим через £ л 1 - множества тех i, для которых соответственно со¬

блюдаются условии (3) и (4). Для любого sе /з через Аи(у ) и Дш (у )
обозначим множества

Дн{у) - и iTj/- у , Хц+ у ] П [0, а ], Д«1 (v) = [0, »]\Дц (Y).
7=1

Если iе Iи то положим

U (t, x *-) =W ,*U . ..,1м ) И gb{ t ) = p,(f ) l

а если iе £, то
fa ( t , х я,-, ) = gti { t ) = 0 при t S Ац( р. f k ) ,

U { t > xn ) = £(f, Xi I n ) И g*(t ) = и, ( г ) при t 1= A'.ip / k ) ,
где n> 0 настолько мало, что

<4ir “ [1-^ е*р (5Л, р) (й)7Д

+1<о* +|» = 1, 2, .,.). (7)
О

Рассмотрим систему

где k — произвольное натуральное число,

А,* (£ ^it — 1 лгп) = 1 (2 [*/ !) I?» Oft *i *») —
j=i

vAs )
1 при 0 f.Cs pi, ,
2 при pfl < s < 3pQl
О при я^2 pQi

(9)

pn — сумма абсолютных значений компонентов вектора . (Е — -* £», Е —
единичная матрица, ай — асктор-столбец с компонентами

из

(cti -f р) I (() dt (( — 1 n).
и

Очевидно, что в области 0 ^ t ^ си, — ос <i С -)-£*s соблю¬

даются неравенства
| ft*( t.*i *.) и* (<) + 2prf*(t) ( i= 1 *),

где ( it) е £ (0, со ) и
Ч

4 {* ) = аир ^1 fa (Ui хп ) f:2 !*i
’K 2Ро} “= L i0’*)

w
2Й7
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С другой стороны, система

sr — e (f = i п)

не имеет нетривиального решения, удовлетворяющего условшш (0) .
Поэтому (см. (J ) t теорема 1) аадача (8) — (б ) имеет решение
(*= { ")*

В силу (2)

Понтону

— ^— -£*- gi* (0 J ; ,[ ,( * ) I + 2 pij ( e )\ xik (0!+ 4i (0 UPH jo, ю )
и

( i = 11 -..T л).
i

i ( t ) . < |Л [ exp (б.Л g t l (T ) d z j —
'i

X n i

+ J LS Pn Cr) I (*) I + 4: (*)
Ji >=*i ' -

при ts[0* oaj (* = 1, n), (10)
где хла — **(0> = т ,* (е> ) , U — 0 при а ,- = 1 и i t — от при fr, = — i.

Учитывал (7) , no ( 10) находим:

^ Афк + Ь,
где pi — вектор-столбец с компонентами piH - maifjjf ,* (i) j : г <EE [0, o> ] )
( i = 1,, n). Отсюда, ввиду неотрицательности { E — вытекает,
что pi {Е — *4 р ) “ 1& и, следовательно,

S ] *« (*)!< Ре нри [О, ш]. (11)
*=i

Из (У ) и (11) следует, что ar^ fi) (1= 1, . .., и) является решением
системы j

d i .
= /ц ( t , Jf j, * - * > г„) ( i = lj ! л )

и
!*«/(<) I ^ tf (<) при t s La uj (1= 1 n; к = 1, 2, , . .) , (12)

где f * ( t ) = supd /^l, x l t . ,*r) J :Sl*j [ ^ 2p 0}.
j— 1

Ввиду (12) ясно, что при i е= /, поеледопатедьвость равно¬
степенно непрерывна на [0, и]. Предположим теперь, что i /3 и о, = 1.
В силу (5) для веданного s 2> 0 найдется такое натуральное число кв и
такое положительное число у, что у <; тш{тн, ] x£ J — Ti*|} { } =£ k\ k =
= 1, . . . , r a ) и

i ( J

Pilt (0 = Pi) exp (5 gi1t ( s) ds ) - j- Jgj (T) cxp '; yLj5) ^) ilT <E /2

при (y) (k = -f 1, ka + 2, ...), (13)

где V* fO = (H -j- 2ps pLJ (J). Пусть fi s (0, у / 2) настолько мало, что
f-i

Jj f i (T) dr < e при (s, t ] c iji (у/2) и 0 < ( — s ^6

газ

(14)



и

§ /!к (т) с2*<е при и t — $<б [к _ 1 А-0). (15)
•

Очевидно, что если 0 ^ s < t <о и t — s =5 6, то либо [s, t\ сг Лн (у),
либо [ st г] с= А*(у / 2). В первом случае из (10) , (11) и (13) вытекает, что

( — Хи (*) | ^ pi*(1) “Ь Р ** (s) “С1 (А = Ал -f- 1, kt -f- 2, . , .),
а во втором случае согласно ( 14 )

t

|xik (0 — Xi* (s) |< J fit ( t ) dt < e (к-1. 2, ,..).
I

С другой стороны, в силу (15),
(

I (0 — Хщ (») I < j ii (T) di < e При 0 < s < t <a, t — s < Й

( к = 1 k0 ) .
Следовательно, последовательность {зг ,* ( / ) }?=i равностепенно непрерывна
на [0, а]. Совершенно аналогично покажем, что она является равносте¬

пенно непрерывной на [0, а) и при iе h и о,= — 1,

Поскольку последовательности {х,л, (1) } к' л ( г = 1, . . . , я) равномерно
ограничены и равностепенно непрерывны на [0, а], согласно лемме Арие¬

ла — Аскали, без ограничения общности можем считать, что они равно ¬

мерно сходятся. Очевидно, что х, (*) = limxft (() (1 = 1, .,. , ») непре-
рывпы на [0, а) ] , абсолютно непрерывны на каждом сегменте, который не
содержит точек т;, (iе /:, / — v.) , удовлетворяют системе ( 1 ) при

почти всех ie [0, а] и условиям (6) . Кроме того, л, ~г( ^ (/)
при tе (0, а], где q f { t ) ei(0, a) ( i = 1 п о э т о м у легко заклю¬

чить, что £,( / ) ( г = 1, • . • , я ) абсолютно непрерывны на (0, а], Гооре -
ма доказана.

Следствие. Пусть /, (1, xt л\ ) еЛ’ (0г а; т,„... , т,. ) ( i —
= 1,.. . , п) и в обмети 0 ^ t ^ а, — оо < Xi, ..., -i-oo выполняют ¬
ся неравенства (2) , где рх ( 1 ) — a, (f — т ,-, ) . . . (1 — т, ) , а, <; 0, о , = 1 или

— 1, 0 < Ti; ^ Ш при О , = '1 и 0 ^ T, j < (О при ст, — — 1, я функции P h ( t ) и
q : ( t ) ( t, f = 1, .., , и) неотрицательны и суммируемы на [0, е>]. Пусть

далее все собственные числа матрицы А = (а , ,) , где ai }= 2 § p t j ( t )d t , по
о

модулю меньше единицы.
Тогда система (1) имеет ы-периодинеское решение .
Теорем ii 2. Пусть при 0 ^ 1 ^ ш, — оо < х , у , С -)-оо (/ — !, ..., п )

выполняются не равенства
Ifi ( t - x x Хп ) — f t ( t , T/ t y7 , ) ] sign [ < jj (x, — y x ) ] <

11

< PiV) l *i — V i \ f 2 Pu (0 l*j — y j \ (1 = 1 я ),

г д е o„ p , ( t ) и p,, ( t ) ( i, ) =!, .. . , я ) удовлетворяют условиям теоре ¬

мы 1.
Тогда система (1) имеет не более одного а периодического решения.
Научно-исследовательский институт Поступило
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