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( Представлено академиком .4. Ю , Ишлинским 23 VII 1970)

Решепие задачи синтеза оптимальным линейным систем стабилизации
обычно сводится к нахождению из уравнения Винера — Хопфа передаточ¬

ной функции оптимального фильтра (передаточной функции замкнутой
системы «объект +, регулятор .» ) с последующим определением искомых
передаточных функций регулятора. Однако отсутствие в правой полупло¬

скости полюсов передаточной функции замкнутой системы не гарантирует
ее устойчивости из-за возможного сокращения пулей и полюсов, располо¬
женных в правой полуплоскости.
Приводим алгоритм решения, основанный на специальном выборе

варьируемой функции в уралпепшт Винера — Хопфа, который обеспечи
вает устойчивость замкнутой системы.

Пусть возмущенное движение объекта описывается системой обыкно¬
венных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

Рх=тб -j-ф, (1)
где Р — матрица п Х п, элементы которой Pij ( p ) — операторные полиномы
от р ( р= J , х — п-мерный вектор фазовых координат объекта, m за ¬

данный постоянный вектор, б — управляющее воздействие, ф — вектор
внешних возмущений, компоненты которого ф — стационарные случай¬

ные процессы с нулевым математическим ожиданием п дробно-ранипинан¬

ной матрицей спектральных плотностей
Требуется найти закон управления

б — w'x *, (2)
т. е. определить передаточные функции регулятора (элементы и\( р ) век¬

тора w') таким образом, чтобы в установившемся режиме при устойчивой
замкнутой системе «объект |- регулятор» (система уравнений (1) п (2) )
минимизировать квадратичный критерий

П

e = S a i < >̂ + c < fi1> + <6i) , (3)
1=1

где at и с — неотрицательные весовые константы, <я2), ( Ь1 ) и <бг> — дис¬
персии величин х„6 и б.

Введем варьируемый вектор
’
Г =-[Д„Ы-w'n]-•(«'+ w'B). (А )

Здесь A,, (p) = det P, и = &? ( р )Р ~ ‘тп, элементы вектора u' п матрацы
В= diag (Pi (p), (Ь (р), - . •, IMP) } — пока произвольные полиномы от р.

Относительно вектора Г’ функционал (3) будет квадратичным:

е =*4- $ Sp{Z>iV>.I(B,-fXM (B ^ iin +' - jee

+(д;(*) f + а ) (с-s1) (Др (*) Г + a’) J}ds**, (5)
где D = (РВ + та')"1, А = diag {at, а;,

* Б отличие от векторов-столбцов векторы-строки имеют штрих,

** Индекс . означает операцию транспонирования и замену аргумента s иа — s.
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Искомый ректор обращающий в нуль перпую вариацию функцио¬

нала (5) н имеющий полюсы только к лавой полуплоскости я, определится
соотношением

г = -^(к;+ к;) я̂ (6)

Здесь действительная и аналитическая в правой полуплоскости имеете
с обратной матрица Н — результат, факторизации ( ' ) матрицы DS .tD . n т , е,

DS*D.= ян,*,
k/ д к / слагаемые разложения вектора -р— |п

(
,4!т — (г — .<rsJ % (*) «' ] П

да дщшдимы or s (k/ ) н правильные дроби , имеющие полюсы только в ле¬

вой (к ') и только в правей ( к ' ) полуплоскостях s.

--Лу ГщДВ — (с — ,?* ) Ар (s) а' } Н — к0 + к.+ к _ . (7 )

[ШЛ 1ПНШ g (’ a ) , имеющий нуди только в левой подуилоекости , — результат
факторизации выражения

д,Лд -и {С — *?“ } А р ( s ) А р (s) = у* (ffj g ( IT) .
Используя произвол в выпоре полиномов o. (s) и Pi (i ) , можно г.ущест -

понтто упростить задачу факторизации матрицы DS .tD„ Гак , соответствую¬

щим выпором лолнноыоп щ (^) и J3 , { iL ) можно добиты:л того, чтобы поли ¬

ном

q ( s ) = Jet. 7 J -' = I Л„{!) + 2 nk (s) 1 ff ^ (а)
L *-»т 1 ' -J fc=l

имел нули только в левой полуплоскости, т , е, чтобы полиномиальнаи мат
рицл Z)"1 вместе с обратной были аналитической в правой полупло¬

скости **,

Таким образом, матрица П запишется а виде
// = DVt (й)

где аналитическая вместе с обратпой в правой полуплоскости и действи ¬

тельная матрица Г определяется и результате факторизации матрицы
спектральных плотностей St = UUt,

Решение сформулированной аалаяи - искомый вектор передаточных
функций оптимального регулятора — согласно (4) , (0) п (8) , определится
соотношением

w 1 Vад (J) [ (с — Лр (я) ц (я)

г {л]
1 х

где н?»($ ) — элементы вектора w' и и{з ) — полиномы от $ ( и ( з ) — общий
знаменатель элементов матрицы U ~ l ) .

Характормстнческип определитель замкнутой системы «объект + регу¬

лятор*
Л i s )

Р — >
W — ш0 ($ )

- и ( з ) е ( s )

имеет нули только в ловом полуплоскости, так как нуля полиномов и ( я )
и g [ s ) находятся в левой полуплоскости, т , е . замкнутая система устой-

чина.
' Дробно-рациональная матрица DS ,tDt удовлетворяет всем требованиям, пере¬

численным в [1), необходимым для ее факторна ацин, таг: как предполагается
dirt JK B9 0 8 detJJ 0.

** Если дула полянона j (s ) расположены в левой полуплоскости а , то решение
задачи ве зависит от полиномов в ,- (а) и

зон



Упрощение процедуры факторизации матрицы DStD , позволяет ука¬

зать класс возмущений, относительно которых данный регулятор будет
оптимальным. Пусть найден оптимальный регулятор для возмущений,
имеющих матрицу спектральных плотностей 5ч, (ы) = U ( j<o ) U' { - /о).
Этот регулятор, согласно ( Я ) , (7) и (8) , 5удет оптимальным и для возму¬

щении с матрицей спектральных плотностей
$,<*) = U ( ja )CC'U' ( -fa ) , (10)

где С — невырояшеппая постоянная матрица п X п.
Инвариантностъ оптимального регулятора относительно указанного

класса возмущений тесно связана с инвариантностью оптимального регу¬

лятора относительно начальных условий ( ) , поскольку рассматриваема я
задача может быть сведена к задаче аналитического конструирования
регуляторов.

Сформулированный алгоритм решения применим н в том случае, когда
необходимые для формировании закона управления фазовые координаты
измеряются с помехами, т . е , закон управления разыскивается не в виде
(2). а в виде

6 = w'(x -H If ) ,
где ф — вектор погрешностей измерения координат объекта, компоненты
которого — помехи ф, — стационарные случайные процессы с нулевым
математическим ожиданием и матрицей спектральных плотностей Л'ф,

Решение задачи имеет вид

IV' 1 w($)
у, — )Ц <.КС). <.> + ,(I) (kl

_ с г;
x [̂ (s) / (i) (ki^ i;^

ш
i

X

Ho M l (-Цr W M •

Здесь вектор к / определяется из разложения (7) , причем в этом случае
матрица JI — DUV , где U и — результат факторизации матрицы
(S* -\- PSvPt ) , но предположению удовлетворяющей всем необходимым
для этого требованиям ( *) ,

S* + PS*Pt = VvUt-,
1/ п 1+' — слагаемые разложения вектора — ^ на доли-

номы от .S- (1/ ) и правильные дроби, имеющие полюсы только и девой (1/)
п только в правой (1_у) полуплоскостях к,

— TV - р* = -Н 1+ 4" 1- т

/ (з) — общий знаменатель элементов вектора 1/, u0 ( s ) - - общий знамена'
тель элементов матрицы UP~ K

При учете погрешностей измерения (разовых координат объекта пе
удается указать класс возмущений типа (10), относительно которых ре ¬

гулятор сохраняет свойство оптимальности. Это объясняется тем, что
задача синтеза оптимальной системы стабилизации и такой постановке
уже яе может быть сведена it задаче аналитического конструирования
регуляторов.
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