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МЕТОД РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
В ОБЛАСТИ С ГРАНИЦЕЙ. ДВИЖУЩЕЙСЯ

ПО ПРОИЗВОЛЬНОМУ ЗАКОНУ

( Представлено академиком Г. В. Курдюмавым 19 111 1970)

Рассматриваете» первая -пшенная тепловая задача в декартовой и
цилиндрической (радиальный поток ) системах координат:_ i ^Tm , К <‘Tm\ m ~ 1' 2 > "* =1-»А = 0, 0< Л: < у (/>;

dt ~ а
\ пг JC CJJT ) ' * ]>0; m — U — ^ — 1 , 0 <:т <; у ((р

ГД*, i ) |*=о = ф|(0 » Тш (х, f ) = фп -н (0 т ( I )
|Г,(х, 01 < +“ , тДО) = 0, i = 1, 2, 3; 1^0.

Здесь у (t ) — непрерывно дифференцируемая функция . Не ограничивая
общности , можно считать у (0) = 0; отсюда при t = 0 рассматриваемая
область изменения переменной х сосредоточена в точке х — 0 и имеет тем¬

пературу, равную нулю. Заметим, что в сферической системе координат
подстановкой 0(2, t ) — х~ 1Т . ( .г, / ) задача относительно 9 ( зг, t ) сводится
к соответствующей ей задаче ( I ) для стержня (м = ( ) . С помощью под¬

становки г — £[y (f ) J _ 1 переходим к подвижной системе координат, п ко¬

торой функция 0Ш (г, i ) f связанная с функцией 7\„ (г, I ) ^ Тк (т, t )|3
_
:/о

соотношением ( ' )

тп (г , 0- u m i z , t ) [ у {Ol-v*exp .- . m - 1 ,2,

являетсн решением задачи ( I ) а системе координат (з, / ) .
Введем новое «время » f соотношением dt' !' dt = |р ' ( 7 ) |-' и перейдем

к задаче ( 1) относительно U ,n { z, t ) и систему координат (з, t* ). Оконча¬

тельно после всех преобразований

~д7~ я№ ... +т*и\ dz" £ dz j ' 4а - 1

ГЛ{з , (' ) | f =, = f'^ 0;

Um (2, О |,„= $„„{(') , ?^0, т= I , 2;

I lh ( z , t' ) I < + оо , 0 sj з < 1, V ^5 U.

(1 )

(2)
(3)
(4)

Здесь ф , (0 ( » = 1, 2, 3) , р (*') — новые (известные) функции. „

В пространстве изображений (по Лапласу ) решение преобразованного
уравнения ( 1 )
d' t' m Р 77

dz* Z
~ЗГ~ а и

\4 г®

y-iOt>

1,2)

( Г0
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с условиями
Г, (0, р ) = Vf . (р ) ; U m (\, р ) = $ m+ t ( p ) - I U z ( z, р) ! < +оо ,

О < г 1 (6)
ищем в виде формального ряда

О )^' т (*' Р) — &т, > ( Z' Р ) + 2 .2 "' щ^т , ч (* Pb ^ — 1 , 2 ,

'“ V

считая этф' ряд равномерно сходящимся относительно переменной г ; поз¬

же ото предположение легко проверяется. Равенства (5) и (7 ) дают рекур¬

рентные дифференциальные соотношении для функций V ,г ( л, /> )
(п SiO) :

з̂ г- ~ = £f \
V'-— ioo

(8)
6а — 0; 6п = 1 (п^ 1 ) .

Если от функций Г .„ , „( г , р ) потребовать выполнения условии
П % л (0, р ) = ф . (р) , р ) = $ .+ * (/> ) . |Р>. » (2. Р ) I < +°°,

л^О; (9)

ии „(0. р ) =. О, ит „(1. р ) = 0, ?1 ^ 1, т = 1 , 2, ( 10)
то Г4*, р) в виде ряда (7 ) будет решением задачи (5) , (6 ) . Решая урав¬

нение (8 ) с граничными условиями (9) , (10) получаем после перехода
в классе оригиналов

* ди I « гс
К ^ фт+1 (т ) — — ^^

dt , (1 0 )

т= 1, 2; й , = 0; б2 = 1.
Здесь Gm ( z, t' — т,|) — функции Грина первой краевой задачи уравнения
теплопроводности для стержня (т= 1, 0 < z < ] ) и цилиндра { т — 2;
О^ з < 1 ) , имеющие вид соответственно

е- “ - 5) -,-уя Т̂И-^Ьк=—

к=0
“ ехР — ' у . p' l t r J l - 2 2 ехР [ — ( к л /«)*(*'-*)|Sin faxz - sin /сл|;

(11)

/0 (д*1) ехр [ — аа\(Г — т)]; (12)G2 { z , t' - t . l ) = 25 Jj
t=L

cu — корни уравнения Л (a) — 0.
г

n (^1О — о p (T ) v4m, n_
i (z , t — т , T ) dx , in = 1. 2 , n 1 , (13)

о
где

l

A m. 7.-1 (г , V — т , T ) = (£ (г - ~ T -о
1 , 2. ( 14)
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Как видно из (14) г функция Ащ является решением следующей нрае~
вой задачи уравнения теплопроводности (:) :

ЗЛт., . TJ- I - J**” -** 1
Й„9Ат » ,171 Я», 71-1

<Н' 1 д-А - dz

т — I 6[ — 0, 0 <|г <4;
m =2 -+ f l t w i ; 0< г < 1 ; п > 1;
Л пт , л— J ( Л, t Т, т ) I г= т “ г ^Н . i t — L ( ^, т ) ,
т — i -t- 0 <1 z <Z i ; m =2-tfl^ г< 1;

Am, U-L (s, l T, т ) | i-»; i -— !j, ( !> T, Щ :— If 2‘t

\At , n-i (г, V — T, т) I < +w, 0^ г^ 1, t' ^ T.

Начальное условие здесь понимается в предельнои смысле, тг е.
И г л Л ^ (

(с , ? — т т т ) Z' L rn , Ti-i (3 hT ) . t' i ~ ш 1 ч — ь -:^ 1.
Г-»:

Таким образом
г

Vm П (г . х ) = Игл &\ р (т ) Лт, Ттт ) ^т =
1’̂ т J

= £iE" ^ p ( T|) dm, n-j ( z * Tj) dT; (в>1; m = 1, 3). (15)
о

Равенства (14) , (15) позволяют получить решения ренуррентного урав¬

нения (13) к вида
(' Т Tl

Um, П (з. Г ) а*5 р (т) dr J р (т,) dx, J |) (т.) dt, . - .
0 0 0

Tn-* 1

* S p fa-i) fr»*5 £>»£/„. „{ l , Tn_t)Gm ( sT f - T,i) d£, и - 1 , 2 : n > 1) ,
(J u

где tv. a, G ,„ — известные функции (10') — (12) .
Нетрудно убедиться, что ряд

в.а.*>-?*.<*.п+ 5^г

- Pm. ip, !') + 2 TrVS fWjPClVl S f > 0±)*l -
Si— I 1 ? I ) 0 0

“ n-a i

. . . S 1) C 1B ( z f i ' - T .|) d£ (Щ
S Q

сводится равномерно при всех 0 г < I н t' L> 0 к любом промня;утке
[О, f'], так как игнорируется сводящимся для всея f L> 0 рядом

* S
11=1

ЛГрТ*1

<*0*> Т- 1Щ2Я + 1) * Лг , Л/ const .

Но из отого следует, что ряд (16) для Um { z, t' } (и аналогично ряд для
dUm / dz ) сходится абсолютно и равномерно относительно г па любом от
резко изменении t' > 0 л является решением задачи ( I ) — ( 4 ) , LSnan
Vm (г, £') , нетрудно теперь возвратиться и систему координат (.г, f ) п полу ¬

чить искомое решение поставленной задачи (I) ,
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Переходя к области х > y ( t ) , рассмотрим тепловую задачу
e r j d t ~ а (ТТ / д$г , х > y { t ) , t > 0; у (0) = 0; Т ( х, t ) = 0,

X ^ 0;
г>, 0|*-чо = Ф < *>. *> 0; q> (0) = 0: l i m r f t , ( ) = 0, fr> 0.

Начальное условие примем пулевым, так как, упрощая выкладки, пто но
уменьшает общтшетн задачи. Для пвлуотраничмпшй области подкидная
Система координат (г , / ) вводится с помощью подстановки л = ,т — у (7) ,
л которой функции £7 (г , f ), связанная с функцией J’ (c. i ) — Т ( х, t ) | Х = Г

соотношением (Jj
T { z . f ) = !7 (M) e*p [- ^- (EP (0 + -}- 5«‘(0 d<)]

где [ { ( ) d y / dt , является решением задачи

* >°- ‘> 0; <17>
U ( z, I) = 0, z > 0; (18)

[7 (z , () [,*,„ - q> (0 exp f - jL jj i?a (() d^ = ф (1}, ^ >0; 1но^(г , 0 = 0, f >0.
(19)

Поступая далмне аналогичным образом, найдем ретпекне задачи
(17) (10) в виде

U (а , 0 = U0 (г , t ) + % — ^ (т ) Лт ^ г/ $ и' (тя) d r2 . . .
ft=l (Jl!? ) ft о t

. . . jj P'MdViS^d.UG^t-T ,!)^ (20)
0 D

где £т
(|{:з , t ) -— a \ Tf ( r} V| d r , a G (:, / r, s) функция Грина первой

,1 <*k-e

линейной тепловой задачи в области z ;> 0,

<? (д, * — т , £) — ;уу^==[ехр[-^~ **Р I” ^ (Т-г}]|
Сходимость ряда ( 20) может быть исследована аналоги ' образом.

Постуаиле
(7 |[[ 1&70
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