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Пусть G — конечная группа, /? — произвольное коммутативное кольцо
с I , Представление группы 6 шщ i лионками можно ннтериретиропать как
/f-иредетавлепие, если переставляемые символы Si, . . . , л„объявить обра¬

зующими свободного /f-модуля 6 и превратить L в HG-модуль, распрост¬

ранив ла исто действие G по линейности. Понятно, что при изучении воз¬

никающих таким образом «подстановочных » HG •модулей достаточно огра¬

ничиться слу чаем, когда G действует на х , , . .. , s „ транзитною.
Пусть Н - произвольная подгруппа группы О. Обозначим через L ( G,

/ I , /? ) бб-хшдуль, к котором реализуется транзитивное представление груп ¬

пы G подстановками со стационарной подгруппой В,Общая проблема может
быть сформулирована следующим образом : исследовать, как нрн фиксиро¬

ванном /? строение /JG-модуля 6(6. //, R ) зависит от G к Н . Одна из воз ¬

никающих здесь задач состоит в изучении неразложимых компонент .мо¬

дуля 6(6, //, R).
И классическом случае комплексного или, более общо, нехарактеристи-

чеекого * поля F модуль 6(6, И , 6) вполне приводим и дело сводится к
определению его неприводимых компонент, их степеней, кратностей и т. д.
Сем , , например, С1") ). С другой стороны, результат С, Д. Бермана ( ' ) о
неразложимости модуля /ДБ’, И , Z) переносится на произвольные области
целостности R, в которых необратим каждый простой делитель числа |6|.
Между тем. малоизученным остается случай, когда И является полным ло ¬

кальным кольцом, например, кольцом целых Цъадпческих чисел или полем
характеристики р. В атом случае имеющаяся информация сводится, в ос
новном, к известным теоремам о прямых слагаемых и композиционных
факторах регулярного модуля 6(6\ И ) (Е — единичная подгруппа) {*) ,
а также некоторым отдельным фактам типа леммы 2.3э работы ( 4) или
«неопубликованной леммы Вилнндад (см. ( 6 ) ) , Лишь для весьма снециалк-
ной ситуации получены более рафинированные результаты ( ,:).

Цель данной за.метки — анонсировать ряд необходимых и достаточных
условии полной приводимости (транзитивной) группы подстановок конеч¬

ной степени над произвольным характеристическим полем, т. е. условии-полной приводимости Л6-модуля 6(6', Н. И ) ь случае, когда R произ¬
вольное ноле характеристики р, делящей |6|. Результаты, полученные
при самых общих предположениях относительно G и 11, затем специализи¬

руются дважды: сначала в качестве Н берется р-силоаская подгруппа, по¬

том на 6 накладывается условие р разрешимости. Попутно устанавлива¬

ется следующий теоретике-групповой факт: число классов сопряженных
//-элементов произвольной конечной группы не превосходит числа ее
двойных смежных классов по спловекон р подгруппе, причем равенство
этих инвариантов возможно лишь для разрешимой группы.

Закономерности разложения модуля 6(6, I I , R ) зависят от"расположе¬

ния радикала в модулярной групповой алгебре RG, Эта связь становится
более непосредственной, если в роли И выступает снливская р-подгруипа:

* Нехарактеристическим называют пате, характеристик» которого не делит по ¬

рядка группы,

293



при атом предположении полная приводимость нодуля L { G , I / , Я ) экви ¬
валентна совпадению радикала алгебры R G с пересечением ее левых иде¬

алов, порожденных радикалами групповых алгебр силовских р-подгрудп*.
Переходя к формулированию результатов , предположим сначала, что

Я — произвольное коммутативное кольцо с 1 и обозначим через З и левый
идеал кольца R G , порожденный фундаментальным идеалом кольца ЯН
{ И - подгруппа G ) . Два следующих утверждения очевидны.

Л е м к а 1 , I. ( G , Л , R ) ^ KrMG / За ,

Лейла, 2. £>« — П OlV ' — чистый R-подмодуль RG и является макси-
fi=4i

мильным двусторонним идеалом кольца RG , содержащимся в За -Пусть теперь Я — тюле . Обозначим через rud/?(? радикал (возможно,
нулевой) групповой алгебры RG.

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть G — конечная группа, II — ее произвольная
подгруппа. Тогда эквивалентны условия: а ) RG-модуль L ( G, И , У? ) вполне
приводим; 1> ) rad RG = с ) rad RG

Коли /it — расширенно поля R , то условие Ь ) предложения 1 выполня¬

ется или пет в кольцах RG и R /J одновременно. Отсюда следует
П р е д л о ж е н и е 2, RG-модуль L { G , II , К ) вполне приводим или

пет одновременно для всех полей Я данной характеристики.
Если Я — поле характеристики р, Р — р-подгруппа группы С , то , как

хорошо известно, 3>* — пилыютептнын идеал в RG , Учитывая предложе¬

ние 1, получаем
С л е д с т в и е 1 , Пусть R поле характеристики р , Р ~ р-подгруппа О .

RG-модуль L ( G , Р , Я ) вполне приводим тогда и только тогда , когда
га6 RG — ®я.

Имея ввиду получить критерии полной приводимости транзитивной
группы подстановок над характеристическим полем, зафиксируем характе¬

ристику р основного поля . Предложение 2 снимает ограничения на выбор
ноля данной характеристики р , л, поскольку, как мы увидим ниже, резуль¬

таты естественно формулируются для ноля разложения группы G , оно фи¬

гурирует всюду в дальнейших рассмотрениях.
Введем необходимые обозначения. Пусть К - конечно-порожденное ал¬

гебраическое числовое поле , являющееся нолем разложения для группы G ,
О — кольцо целых ноля К , в — простой идеал кояъцаО, содержащий р,
Оа - кольцо целых и-адического замыкания поля A', K = O j y. А — поле
разложения для группы G ( ) , Если М — некоторый A'G-модулв , то через
М обозначается соответствующий ему A'G-модуль, Напомним, что модуль
М не определяется однозначно классом изоморфизма AG-модуля М , одна¬

ко неприводимые факторы М определяются AG’-модулем М однозначно
(s ) . Далее, г , обозначает число классе:; сопряженных р'-алемептов группы

G , т|: ( т г>) — характеры неразложимых компонент регулярного
0]> G -модуля, щ — степень характера rp. р (т ) п р'(т ) — р-часть п р' -
часть натурального числа tn, т . е. соответственно наибольшая степень р,
делящая т, и наибольший делитель т, взаимно простой с р; р ( | (7| ) — р\
Через du обозначается число двойных смежных классов G по подгруппе И .

Т е о р е м а 1 (модульный критерий полной приводимости) . Пусть G ~
конечная, группа , Н — ее подгруппа , L { G , I I , К) М , . . , -| М , — раз -
ложение КG-модуля L ( G , II , К ) на неприводимые компоненты. Для пол¬

ной приводимости RG модуля L ( G , II , К ) необходимо и достаточно вы¬

полнение условий : а) все VI , { I — 1, . . , , I ) неприводимы ; Ь ) М = = Д7 <=>
^ М , в£ М,

Т е о р е м а 2 (теоретико-характер]1Ь1й критерий полной приводимости) .
Пусть G — конечная группа , II — ее подгруппа , — характер KG-модуля
L ( G , П , К ) .

• Группы. у которых модулярная группопан алгебра обладает указанным свой¬
ством, издались и (т, *, а ) ,
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Если G р-разрешима , то, ьак легко показать, характер KG-модуля
L ( G , Р , А' ) определяется таблицей (ofijJKfiouenin.Tx ) периптеров группы С ,
С другой стороны, A>3;0A=> результату Суона брауаровскпс характе ¬

ры р-раэрошпмой группы п, следовательно, числа uf также определяется
утой таблицей . Гакии образом, ввиду следствия 2 настоящей статьи, дли
Р разрешимой группы G свойство полной приподимости модуля А (6’ , Р>
X ) распознаваемо по таблице обыкновенных характеров G , Ту тому же
запилочейто призедит

Те о р_е ч а 5, Пусть G — конечная р- разрешимая группа.
Тогда следующие условии эквивалентны'.

a ) RG-модуль L (О , Р , К ) вполне приводим ’,
B ) каждая компонента КО модуля L ( G , / \ К ) содержится 9 нем с крат¬

ностью , равной р' -части ее К размерности-,
c) ограничение каждого неприводимого КО -модуля Г на вазовской

р подгруппе группы G есть прямая сумма // (dim* Г ) * подстановочных »
модулей размерности р (dim* Г ) .

И доказательстве теоремы 5 используются факты, представляющие са ¬

мостоятельныё интерес .
Л о мма 4. Пусть Р„ — произвольная р-подгруппа О .

Тогда для любого неприводимого KG -модуля М кратность , с которой он
содержится в t ( G , Л ) , не превосходит // {(iinwV ) р ( \G : Р ] ) .

П р н д л и ж е н п е 3. Пусть неприводимый КG -модуль М содержится <1
L ( G , Р , К ) с кратностью р' ( tlnn* *V ) . Тогда . 1 / неприводим.

Е заключение рассмотрим группы р'-длини I . К такогплм относится, п
частности , сверхразрешимые группы и группы с пивариантным р-допплне-
iiiic -M, Доскимс ( 3 ) предпринял попытку доказать, чго для последних двух
классов групп радикал модулярной групповой алгебры совпадает с нереео
четтиом ее левых идеалов, порожденпых радикалами групповых алгебр си -
лонспгх /г-иодгрутги (что , _как указано выше , эквивалентно полной прямо
димости модуля Т. { G , Р , К ) ) . Известно, что это неверно для групп с инва¬

риантным ^дополнением {контрпример при д= 3 доставляет расширенис
кватернионов с помощью автоморфизму 3-го порядки} , Мы отмечаем здесь,
что ато неверно также л для с верх разрешимых групп . Контрпримером при
р — 2 служит расширение неабелевой группы порядка 27 я экспоненты 4
с помощью четверной группы автоморфизмов : £1И '— ( о , Ь, с, и , ь’ |а 5 =— fr"= К= 1 , a-lirlab — с, c*=tcb=с, <Р= и2 = 1 , ии — си, п" - = а,
Ь' : = Ь'\ а = а\ Ь° — Для групп р*-длины ! критерии полной прнпо
48<>AB5 модуля L ( G, Р , К ) устанавливает

Теорема 6, Пусть G — конечная р разрешимая группа , обладающая
инвариантным рядом \^ Р , ха Н G , где Р , и- G ,' 1! — р группы , а
II ! Р , — р'-группа. Тогда любое из условий а ) , Ь ) , с ) теоремы б эквива¬

лентно каждому из следуюгцих;
(1) число попарно пви.чоморфных компонент KG-модуля [, ( G , Р , К )

равно rF;
е ) если р-подеруппа группы G / Р , нормализует простую компоненту

К-алгебры группы II jP\ , то она и централизует ес.
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