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(Представлено академиком Н. Н , Погалюбовым 22 IX 1970)

\ . I 1остйНонка рассматриваемого здесь вопроса стимулирована одним
замечанием акад. Н . И . Боголюбова и И. Т. Тодоровн относительно свой ¬

ства многозначности функций на группе , связанных с представлениями
группы пращений с комплексным сонном ( ' ) . В общем случае вопрос
ставится так: точными представлениями (в смысле (у) ) какой группы
являются многозначные представления с комплексными весами односвяз
нон (компактной или нет ) группы Ли . Ответ состоит к следующем: мно¬

гозначные представления являются точными представлениями некоторой
новой группы — группы 1-цепей , Изучению этого объекта и посвящена
настоящая заметка.

2. Обозначения. G — связная, односвязная топологическая группа.
ir , - g , = g, — закон композиции в G ( g, еб) , согласующийся с тополо
глей в G, е — единица в 6’; y( t ) — путь (или кривая) в G , t = I = |0, 1 ],

т, е. непрерывное отображение I 2. G : у (0) — начало, у{1) — конец
пути ; у (0 — g — единичный путь, у ( t ) — петля (замкнутый путь ) ,
если у(0) = у (1 ) ; Г (С ) — множество путей, расположенных в G, 0 (G ) -

множество петель в G.
Основным обьектом нашего рассмотрения является подмножество

путей Г (С, е ) cz l'( G ) , начинающихся в е , п его фактор-множества по
некоторым отношениям эквивалентности *. Ц (С, е ) cr 12 (G ) — множество
петель, начинающихся в е ; у ( < ) = е — единичный путь е- Г (С, е). Ото¬

бражение р: у(1) — у ( 1) осуществляет проекцию i ( G, е ) -+-G.
3. Определение 1. Определим внутренний закон композиции в l' ( Gr

е) , положив для каждой пары (у2, у, ) е Г ( G, с ) X T (Gt <? ) :

< YS, Y > ) “ * Y* ® Yi = ( Y-' £ > ) ’ Y’t e T (G, e ) , ( 1 )

где gt — p ( y, ) , угйй — правая трансляция ys в G на gi (в общем случае
Y Г (G, е ) ) , а

(Y* Si) Yi “ j ya (2/ — l) - gt , »/.<*< 4.
Композиция ( 1 ) всюду определена в F (G, с ) и однозначна ; будем низы
вать ее законом : > < ? > 7 8 F 8 8 8 у т е й ** .

П р е д л о ж е н и е 1 . Закон композиции ( 1) определяет в Г (G. с)
структуру полугруппы с левым (правым ) сокращением . О ( G, е ) сг Г (С,
с) устойчиво относительно ( I ) .

Определим в 1 (G ) инволюцию s: у (1) ->- у, ( < ) = .vy(l) = y ( i — О »
$г = 1 (еслп Г (G, е ) э у Q (G. е ) , то у,^ Г ( G , е) ) ,

• Предположение о существовании основного объекта , изучаемого здесь, — груп¬

пы цепей G — было высказано в примечают к работе Г ) , Данный там ответ отно ¬

сится не к С, а к некоторой римаюшой поверхности G* (см. дальше ) Г (С ) удобно
рассматривать еще как множество сечений расслоения I * G.

** Точнее, правым законом композиция . Левый закон определяется формулой
YsAyi — (^гут) -у*. В общем случае у2 ° yi ч* у .- Ауч . Мы всюду используем правый
закон .

207



Петлю вида
I y (2f), 0«<»/*;V( ' V ^1 YP (I-O). 1.

назовем усом. Всякий ус, начинающийся в е, можно средстввить
в виде

=f " Y (У^Г(СТ «) ) , (2)
где yf — yt ‘g“ ' ^F(G, е), £=р (у). Обозначим через £1Д(?, е) с:
с:iJ (б1, е ) — множество усов, выходящих НУ е,

4. Рассмотрим в Г (С) следующее отношение эквивалентности.
О п [ I н д е л енпо 2. ( [ути у, И у. эк it и в а л о п т и и, у,=^(mod /? s),

если iotк подмножества в G они совпадают и одинаково ориентированы.
Подмножество, отвечающее классу (mod /? ' ), обознач!гм черев £. (Ориен¬

тация пути у ( () сиимастия с ориентации ! э t посредством отображения
у.) Рсфлсксыа11ость, симметричность п транзитивность этого отношения
очевидны. Обозначим Г(С?) j Ri = P (G). Фактор-множество i’(Gf

я ) ! ft , обозначим через P(C, (?) и назовем множеством 1-цепей
5 G, выходяхцих на с, иля просто ценен, £2(tf, е ) j R, = C (G, е) е:
сдР (С, (?) — множество I циклов в е, или просто циклов. р\ Р ( <т, е ) *
-* G канонтсскан проекция, p( g ) ~ р — конец цепи j*.Фактор закол .закона (1) по /Ji по-прежнему обозначим через ^ и на¬

зовем законом композиции цепей.
Предложение 2, Запои композиции цепей определяет п P (G. е)

структуру ( ассоциативного ) моноида с нейтральным элементом. C( Gte ) —
подмоноид в P [G, е ) *.

Действительно, V"£::, g\ f= P(G, e ) имеем
i z * £t = ( gi - g i ) g i ^ P {G, e> . (3)

lleiripa.Ti.iiuM элементом (единицей) в P (G, а ) служит цепь ё — е. Дсй-
35=тельво,

g ° e = e * g= g. (4)

Для установления асСициативнести нужна
Ле им а (о факторизации). Пусть у = yt - ул. Гоге*л

V 8 — hvfWYff).
Действительно, из определения

f V i (2r),
V»'Vi= { Vl <2* ~l>, V a<t <1

следует,что
У{‘

) S~ l Ya — i) - £,

т. e, у - s — (Уг - g) ' (\ i ' n )
IТри факторизации m> /?, эта .темна сохраняет силу. Тонер!, легко

устанавлиоается, что
£* - (ft - IT)- (£, - 4# g, (5)

То. что C(G, е ) — подмонояд в P (G, е ), очевидно.
Предложение 2 доказано.
5, Внесем вP(G, « } топологию следующим образом.
Онр е д вл ели у У. Пусть Е,. фундаментальная система окрестно ¬

стей t.-'(e) элемента f sG, Фундаментальную систему 27 окрестностей
элемента <"> C7: P (G, ;?) определим как множество окрестностей С~" =

* ÿ8;63@BC>I’ \ G ) превращается п A5N=>;=@.39 моноид целей FI О , если -1 ifu. i?. е
положить g i * gi =|E -p ( fs, f t ) « £L eP(G), где Pvtfa, i t ) - (14.?=} )

и '. i Fiaria;jo цепи g. Каждая единичная цепь я= t! килюется ед я Pf/J ) .
Имеем P {G ) : G = P ( G , е), где Р(С) -+ P(G, е ) задается формулой g *- f ( £(!)i~l.
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- LT (U ( e ) ) т образованных целями g , целиком лежащпмп к t7(c ) , т . е .
(Г£/ (е}) Г $= Ф - Фундаментальную систему Sj элемента g зададим окре¬
стностями £7 образованными цепями, целиком лежащими в коридореи (g f G (c ) ) п оканчивающимися и р { § ) Топологию BP (G, г ) опре¬

ле-^делим в помощью окрестностей £7А
“ при любых ^sP( (?T е ) . Эта топология

отделима ,

II р е д л о ж е н и и 3. Закон композиции я . о #, согласован с топологией
в P ( G, е ) { определение 3) , r, е , P ( G , с ) — топологический моноид.

EJ, Обозначим е ) / Ri = CQ { G , e ) ^ C ( G , е ) . Будем называть
Gn ( (7, е ) множеством усов пли предельных циклов. Рассмотрим в P ( G , е )
следующее отноптсние yif внВалентиости .

О п р е д е л е н и е 4, Пусть g — цепь н § = sg — обращенная цепь ,

Положим (ус ) g — с (mod /?± ) для любого Ц е P [G ) ,
Рефлексивность, симметричность п транзитнвпость очевидны, Рассмот ¬

рим фактор-множества
р (6\ е ) I Н , = G, C ( G , е ) / Нг = Й, Й d G.

Т е о р е м а 1. G — топологическая группа , О — инвариантная под¬

группа в G . Проекция р осуществляет гомоморфизм G -* G ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фактор-закон (3) но I t . по -прежнему будем
обозначать через * , Относительно « Vg^. G имеет единственный обрат¬

ный (илп снмметрнчный) , равны ii
Г 1 = t * «= р ( Ю > (6).

ч 1акон ° ассоциативен . Поэтому G — группа, Фактор -топология в G отде¬

лима , так как C0 ( G, с ) замкнуто и P ( G , е ) и P (G , е} пасыщело относи¬

тельно С , ( G : t ) , Групповая структура в G согласована с фактор тополо ¬

гией в G. Действительно, легкопроверить, что для всякой окрестности <

найдутся окрестности U~
t
п П~

^
такие , что

зонана цепями , симметричными ценим из U ~) , Таким образом G-то¬

пологическая группа. G - однородное пространство: V gvg% (= G уравне¬

ние gt = имеет единственное решение — (#i - йа1) (sg* Й1}еС. G
спнзнп и стягиваема. Инеем изоморфизм G^ Р {(?, e ) ! C0 { G . e) . Далее ,
для любого fa S3 и любого £ tE G имеем

g* Й о Г 1 е Q, (7 )

т, е. £2 — инвариантлап подгруппа в G. £ 2 не является центром в G , так
как в общем случае

® = § « й-' = g. , . (S)

G будем называть i -pyunoii цепей лад группой С . £2 — группой циклов *,

Очевидно, что и рассматриваемой топологии G и У некомпактные груп-

пы: £2, вообще говоря, ив коммутативна. 52 связна , если G одподвязиа.
)-’сли G — односвязная группа Ли, то

^
£2 односвязна.

Рассмотрим фактор-группу G / £1, £2 — ядро канонического отображс
ния G -+ Гж I £2: § -> класс (mod Н 3 ) гомотетий в G . Отношение эквива
лалчности Jii согласуется с композицией в G ( £2 — [ишарнаятнвя-подгруп-

па ) , ft - задается проекцией р : g -* g — конец %. Имеем p i g i o g1 )
* Пусть G — группа Ля, Тот факт, что очень широкий класс предствппепий груп¬

пы С порождается надлежащими нрелстйюнлншчн алгебры Ли груипи Гг, нптгздпл
бы естественное об'Ьпспеннс при нелвчич лоияльиото яшморфпдка мсд!ду G п G
(тогда локально & — мнотойраане . л д целом, попечпо, пет). Все зто сяяваио с идеей
ддекрет«ости пространства G и мд.том, и общем виде восходящей к Риману.

2W
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= Zigi. P (#,) = gi, поэтому
P i t f g i ) = РШ - р Ш < (9)

т. t\ p осуществляет гомоморфизм П G. По теореме о гомоморфизмах
группы С - Q и С, изоморфны. Теореме доказана.

Заметим, что последовательность е -*•Q -+ & — *- G —* e точна.
Группа G является главным нелокально тривиальным расслоенным

пространством с базой G и слоем (он гке структурная группа ) (Л= р~' ( е ) :
G - (С' р, G , ( з ). Слоем /r ' ( g ) над g является множество цепей, окан¬

чивающихся в при этом р ' (g.) - p~l { g i ) Е р 1 (gigi). Для любого
g е G слой p~' ( g ) гомеуморфен слою /С1 ( е ) = й: p~ l ( g ) = Si Р ,
p( g ) = g, но не паоморфен ему как алгебраическая структура (й —
группа, р~' ( ц ) , g ^ е — нет ) . (J p

_, (g) — G. G универсально для Й, G —
get;

клагенфнцярующее пространство.
7, Представляют интерес главные расслоения G‘ ----- (G*, р\G , М ) над

G со слоем М — p*~l ( g ) = / #* (#) , где R ( g ) задает некоторое
отношение эквивалентности такое, что G" = С ! (J R . (g ) — пучок над G,

о
ÿA;8G' регулярно, то /Г ' (g ) — группа монодрошш, изоморфная некого
рой фактор-группе фундаментальной группы nl { G\О ) многообразия
G \ D. где D — надлежащий дпвпзор па G. 0' — ото римаиовы поверх¬

ности, изучавшиеся а (:) . Сечения С ' — листы римановой поверхности.
8. Пусть теперь G — связная, но не оцноевнзтгая группа , л’ - ее фунда

ментальная группа, G — универсальное накрытие G и ю : G -*- G — гомо
морфизм ( G х Й / 7, Z » л-1 ) . G — группа цепей над G, р: G - - С (Й не
связна). Имеет место следующая (коммутативная диаграмма )

C^Gа/ 1'GGG
й — изоморфизм, а ставит в соответствие цепи в G класс гомототит в G.

7SI
G » G j Z, где 2 » tl (й / й fts л' ) - подгруппа цепей, оканчивающихся
на элементах из Z. Z назовем расслоением группы Z. Теперь ясно, что если
представление G зависит от цепей па G (например, многозначное пред¬
ставление ( ' ) }, то она является представлением группы G ,

9. По аналогии с группой 1-ценен G — G*' можно определил, также
группы я-цепен надG = £» (|1) как группы 1 цепей над G<n~ lK

Выражаю признательность А . А. Кириллову н И. Т. Тодорову за об¬

суждение работы и замечания .

Поступило
7 VII 1970
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