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Пусть в конечномерном пространстве К ' = { (х ( г,) } задано семей¬

ство эквивалентных борелейских вероятностных мер (Ps. 0 е в}. Измери ¬

мая функция у — / (х L , , , . , х„) называется д о с т а т о ч н о й с т а т и с т и¬

к ой, а определяемое ею измеримое разбиение gi называется д о с т а т о ч-
н ы м р а з б о е н 11 с м, если условные вероятностные меры Р„. 6 на элементах
( . разбиения i|( не зависят пт 0 для почти всех по распределению / зна ¬

чений у . Пусть gi,t /г = 1, . . , , ге , — разбиения, порождаемые координат¬

ными функционалами /* (х,, . . . , х„) = ж*, п пусть статистика у — } ( х„. . .
„ . , , жд) такова, что условные распределения каждой координаты, г . е . меры
на пространствах ( „, /\. ,) / ^, = ( FT, Ps , / g*) T k = 1 п, для почти
всех значений у не зависят от 0 (м а р г о н а л ь н а я до с т аю ч н о с т ь) ,

В . С. Хузурбазар высказал предлоложение, что в случае, когда рншреде
Ленин Р » соответствуют повторной выборке , маргинальная достаточность
статистики влечет ее достаточность. Появившийся в 19138 г. препринт
Л . К . Гхоша ( 1 ) анонсировал доказательство этой гипотезы, однако автор
настоящей заметки и его коллеги встретились с затруднениями при вос-
: тановленнн полного доказательства но работе И , К , Гхоша. Ниже изла ¬

гается краткое доказательство несколько более общего ( при п — 2) ут ¬

верждения.
Как , п частности, отмечено п ( 1 ) , достаточно рассмотреть случай,

когда0 содержит два элемента .
Т е о р ем а I . Пусть Р и Q — две взаимно абсолютно непрерывные

борелевские вероятностные меры в R", отвечающие независимой выборке .
Пусть статистика у — хп ) таково , что для почти всех по распре ¬

делению j знамении у выполнены условия (С .„ Pt ) / :|h — (Cv, Qv ) /|ь ,
k - 1, . . , , re, где s* — координатные разбиения, a P „ и <?,, — условные
вероятностные меры на элементе Cv разбиения
Тогда f — достаточная статистика.
В случае п= 2 и только в этом случае вместо независимости выборки

достаточно потребовать выполнения условия dQ ( dP — р , ( х , ) р г ( х 2 ) .
Лемма 1. Пусть Р и Q — две взаимно абсолютно непрерывные ве¬

роятностные меры па пространстве ( Й , Я ) и|— измеримое разбиение
оля которого существуют системы {Р.г} и {Ос} условных вероятностных
мер (С элемент разбиения g ) . Если d Q / d P = p ( w ) , то на почти каж¬

дом элементе СеЕ меры Рс и Qc взаимно абсолютно непрерывны и
dQc / dPc = к (С )р ( м) (iDF- f , к (С ) — значение плотности
d ( Q ! Е) / d ( P / g) геи элементе С) ,

Л е м .м а 2. Пусть V и V — такие конечные положительные борелра ¬

скис меры в К", что для некоторого 1
и { х => (*К .,., хJе R : 2J Xk^ ; О,
V { X ^ ( X , x j c П - . \Г Х [ > 1 } = 0,

( IT, U ) l b= (R"t V ) k = 1 re,

и в случае nО 2 \ |Xj j U { d x ) .— w

Тогда U = V — 0.
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Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Пусть сперва статистика / такова,
что для некоторого у , Р {С±.) 2> 0. Введем на множестве С = Cv, условные-вероятноети ÿ€ и <?с ; тогда dQc I dP, =r ( Р (С ) / Q (C ) ) pi ( x l ) ... рл ( хк ) у
где р* (лъ) — соответствующие плотности маргинальных распределений
для Q относительно Р. Рассмотрим отображение <p: (х,, . . ,
... ,х„) )-* ( In р, (лс, ) т .. . f I n Отображение ф переводит меры PnQ »
меры Р= Рц 1 и Q — Qtp-\ а меры Р,. и Qc перейдут в некоторые меры
Р,. — Рсц -' и Qc — Qt.ф-', прячем dPd dP ^ ( P (C ) ) ~ l , dQddPc —- ( P(C } / Q(C ) ) exр SA.

Пусть теперь Qo — P C ~ U — V , где U и V — дизъюнктные неотрица ¬

тельные меры. Докажем, что меры U и V имеют (абсолютный ) первый
момент. Действительно, если {0,} — семейство условных вероятностных
мер па гиперплоскостях (я — (х,, . . . , лгп ) : 2jXi = j}, a d ( iJ«) — соответ¬

ствующая фактор-мера на множестве таких гиперплоскостей, то

Рс= 1 Uea ( ds ) (Дех р з — I)-1,
-In R- где В — Р(С ) / Q (C ) , откуда

ГО ГЭС'

\ e x p z t ) Ua (dx ) n (ds ) ( Rex -ps — 1)
_
1^(Р (C))“ l (t =» l n),— -v — In Я

а отсюда вытекает, что
*j |xk \U (dr) < (к = 1, n).

' ftp

Аналогично

J|хк|V (dx) < OO (fe = l, ..., t l ).
0

Если маргинальные распределения Pc и Qc совпадают, то совпадаюг
и маргинальные распределения мер V и V, поэтому существование лево¬

сторонних первых моментов меры V и правосторонних моментов меры V
влечет применимость леммы 2, п в этом случае теорема доказана: Pr=Qc-В том случае, когда Р (С„) =0 для почти всех у, как п прежде, с уче¬

том леммы 1, для почти каждого у получаем
Ли

I av ( ds )иу ,.( HtJ exps — t )"1- Р„-= Pt- qr1,— in я
где /?„ — значение плотности распределения р статистики / по мере Р от¬
носительно распределения ее же но мере Q в точке у. Поскольку
ос- -то

l| Pv\L ( dy ) — Р и \ exp хкР ( dx ) = 1, для ц-почтн всех зпачений у
ПО — ос

выполнено условие
оо

1 exp xl t Ру ( dx ) < оо ,
--за

откуда, как и раньше, следует существование левоеторонннх моментов
для U у и, следовательно, применимость леммы 2.

Можпо привести пример, показывающий, что при п> 2 условие
dQ j dP = кр^ хл ) ... р„( х .„) не обеспечивает достаточности каждой мар-
пшалыто достаточной статистики.
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