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В работах ( ' , г ) были изучены кусочно-полиномиальные аппроксимации
для функций классов С, Л. Соболева — Л , И. Слободецкого И В ( 2, ’ )
были указаны приложении этих результатов к оценке с энтропии единич ¬

ного шара + в Lq и к iи (лучению асимптотики спектра эллиптических
краевых задач в «весовых » пространствах Ls ( p) (без ограничений типа
гладкости на соответствующую меру р), В настоящем сообщении мы рас¬

пространяем указанный подход па случай анизотропных (см. ( L ) ) классов
ну, В качестве применений рассматриваем соответствующую задачу об
энтропия и находим асимптотику спектра первой краевой задачи для полу
эллиптического (или сеыиэллиптического, см, (5) ) оператора в весовых
пространствах .

1 . Приведем необходимые определения и обозначения. При Q " — еди¬

ничный куб m-мериого эвклидова пространства ÿ™; пусть 1 ^ р < ос ,

г — (гь . , , , гт ) , причем 0 < Г|< со, l = [rj — целая часть
г н р , — г; — [ г ,\ . Функция /е (см, (*) ) , если для пес существует
обобщенная производная порядка [г, ] по xt п конечен функционал
М (/, г„ р , <? '" ) , причем МТ определяется при целых г, первым, а при не¬

целых вторым из выражений

(0 )’

Здесь jjt1) = (*,, , . . , z,-if xm ) ; — проекция куба Qm на
плоскость xt = 0; наконец, Адр = D (4+, а; , ) <р (д+, у ) . Пространство

есть пересечение классов LP[Qm ) 11 и»",* ((?’" ) , 1= 1, Нор ¬

ма в WT' { Qm ) определяется как сумма функционалов i —
Ж -

и нормы / е L„(@"!). Условимся обозначать ы = 2У1 и при р У ы

Я‘ = <Р“ ' —Пусть Е — разбиение куба Q" на конечное число |Е| полуоткрытых
йрямоугольных параллелепипедов с ребрами, параллельными осям коорди
нат . Пусть функция it (z) п каждом из параллелепипедов разбиения Е есть
полипом, степень которого по i-й координате строго меньше г„ i =— Обозначим через II (г, 5) линейное множество всех таких
функций ф (я) и через Рж = Pr s — линейный оператор ортогонального
(в смысле Li ( <?"* ) ) проектирования на множество 11 (г, Н ) ,

Т е о р е м а 1, Пусть q ^ оо при р > ы и q < q' при р ^ ы.
Тогда для любой функции f е И ..г ((> " ) и всякого нотуралиного п суще ¬

ствует такое разбиение Е, |Е | ^ п, что
m

U- P s t h^^ e n-^ r i е=ш с (т , p , q , m).

I /: \*» %*•*vm 0 0 j JCj — Jlj|
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Далее, пусть Q ez К*' — ограниченное открытое множество, Т\ (Й ) —класс конечных борелевскнх мер р, заданных на подмножествах Й; поло ¬

жим |'р IJ ! = р (й ) , При s > 1 через Г . обозначим класс абсолютно непре¬

рывных мер р, для которых g ( x ) = dp J dx e La{iR ), причем положимl[p||. = llgllr,, (o). Обозначим через Т- ., (Й , p ) , q^ 1, пространство Lq относи¬

тельно моры p.
Теорем a 2. Пусть ||p||, s= 1, где s = 1 при p ы и s 7> q" ( qm — q ) "*

при p to. Для всякого натурального n найдется такое разбиение Е,
|Е | 35^, п̂ что для произвольной функции / 5WJ ( Q )

7Л

I / “ ^3/ Ub.(t£*r p)^CR
_
* 2 (/* Г1 > Р* Qm )* (1 )

i=l

где b — q~' — у’ - 1, если р <2 q, и Ь — м-1, если р^ q, и константа с -=
= с (г, р, q , m) не зависит от меры р.
Теорема 3. Если при /) > о мера р сингулярна , то правую часть

неравенства ( 1 ) можно заменить па о (п~ь ) .
Теоремы 1 и 2 являются обобщением теорем 3,1 - 3.4 статьи (* ) на слу-

чаи анизотропных классов ИУ- Теорема 3 для изотропного случая была
получена автором в ( ° ) . Отметим, что разбиение Е в теореме 1 существенно
зависит от функции /, а в теореме 2 нс зависит от функции /, но зависит от
меры р.

2. Доказательст » о теорем 1 ц 2 опирается на следующую теоре¬

му. Рассмотрим неотрицательную, нолуаддитивную снизу ( * ) функцию
7( Д ) полуоткрытых m-мерных паралле лепипедов AczQ , которая может
быть и сингулярной (в смысле (*) ) . Пусть у — (y i, . . . , уИ ) , у( Г> 0, i =
= 1, m; через А, будем обозначать любой параллелепипед Д е= (?"*,
ребра которого параллельны осям координат я имеют длины hr\ . . . „ ky^ ,
О < /s *£Г 1. Пусть вектор б, б, > О, i = 1, . , , дп, фиксирован. Разбиение
Е отнесем к классу На, если для всех параллелепипедов Ат разбиения Е
выполняются неравенства > К’ < > 2

_4> &41 (в разбиение S ^ Иь могут
входить кубы Дт с разными у) . Рассмотрим функцию разбиений

С0 (Е ) = шихц (Д}“ У (Д ),
дев

где р — мера Лебега , а 0 — некоторое число.
Теорема 4. Для заданного положительного вектора б и всякого

натурального п найдется такое разбиение Е„е Й,, |El t| л, что
Ge (2*) *5 cn~î J (Q'* ) , с= с ( а , ш , б) , (2)

где постоянная С не зависит от функции J . Если функция J сингулярна , то
последовательность разбиений Е , можно выбрать так, что

G,( S,) = о ' +*> ) . (3)
При доказательстве неравенства (2) используется метод статьи (’ ) ,

а при доказательстве оценки ( 3 ) — соображения заметки ( “ ) . Отметим
что в отличие от разбиений на кубы, рассматривавшихся в (\ г) , для наших
целей необходимо рассматривать разбиения на конечное число параллеле¬

пипедов с заданным порядком (по h) отношеипй ребер. Задача существен ¬

но осложняется, если хотя бы одно из отношений 6, / 6i иррационально.
3. Анализируя способ построения разбиений, применяемый при доказа¬

тельстве теоремы 4, л пользуясь методом ( ’ ) , можно получить оценку для
е-энтрошш (И7/, ЕД (7) единичного шара ТГ/ в пространство 7,((?’" ) -
Теорема 5. Справедливо неравенство

(4)

причем 1 ^ q =EJ оо для p ~> <)) u\^2 q <. q' п р и р^ и.
ьоо



Отметим , что порядок в оценке (4) является точным , тго крайлой моря,
про q = е», ибо нетрудно получить такую же но порядку оценку снизу
величины 3@t (Wj,r, Л«) е помощью A8AB5<5; функций, использованной
в статье ( т ) для получения аналогичной оценки для е-энтропии 3&,(Са,С ) .

4, Типремы 2, 3 дают возможность асимптотику спектра п про¬

странствах Lz( р ) для широкого класса подуэл -тгиткческих операторов
с постоянными коэффициептам ]1 Г)тпм обобщаются некоторые результа¬

ты ( я ) , гдо подробно рассмотрев случай полпгармодического оператора .
Пусть а, г — мультииндексы, причем rjX), j == 1, , . . , ttt , и пусть |u ; 2г | ~

ТП

— ^}а;/2г,; как обычно lh = — f t? / <?£„ D * = D , *' . . .й-, “ п , Рассмотрим
I=J

дифференциальное выражение вида

|(1 ' 2г|=]

п предположим, что Р (1) > 0 для всех нщцеетпенных|& П \ {0}. Пусть
£2 — произвольная ограднчешзая область; обозначим через V( £!) заиука¬

ппе множества С»"(S3 ) но метрике пространства IfV ( £ J ) , На множестве
£7,” ( £2) введем скалярное произведение [и, к] = J t P { D ) u dx. Нетрудно
убедиться , что соответствующая метрика эквивалентна метрике простран ¬

ства ИУ(Й ) ; билинейная форма [и, о] по непрерывности распространяется
на lV3

T( £3 ). Пусть ре ГДЙ ) , где $= I при о> < 2 н 2.f > со при m 2*

Поставим задачу об отыскании последовательных максимумов отноше¬

ния квадратичных форм
$ (5>h

Это соответствует (ср. ( ) ) аправильному» обобщенто задачи пз спектр
для уравнения tspn первом краевом условия.
Т е о р ем а б . Пусть р^ Г, ( £2 ) , где в= 1 при га < 2 u 2s > и при

in '1. Последовательный максимумы отношения (5) удовлетворяют
неравенству

К < cw-*“ ~lHplU (6)
причем постоянная с не зависит от меры р. Если го < 2 мера р сингуляр¬

на, то Л* = о ) .
Т е о р е м а 7. ft условиях теоремы 6 при п -юо справедлива асимпго

тичеекпя формула

А — (2я)- “ I * (*) = £ .
Р RX1 и

Теорема б вытекает из теорем 2, 3. Теорема 7 в случае абсолютно непре¬

рывной моры с гладкой плотностью р ( х ) с, > 0 легко получается из
результатов Броудера ( 4 ) . Переход к общему случаю производится па оспо
папин оценки (6) ; при этом используется отго утверждение из теории
возмущений, приведенное п (' ) . Теорема 7 допускает обобщение (ср. ( я ) }
ITл случай пеуттакооттрепелепттых мер ( зарядов) ,
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