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1. Р а з б и е н и е о р т о г о н а л ь ных и о р н а шар е в С\ Известно,

что задача о равномерной аппроксимации рациональными функциями на
компакте X к С1 имеет локальный характер ( ' ) . Двойственный факт со¬

стоит к том , что всякая мера на X . ортогональная рациональным функ¬
циям, разбивается и сумму ортогональных мер со сколь угодно малыми
носителями . Такое разбиение легко строится с помощью леммы Гофмана ,

которая по длиной ортогональнои мере указывает целый класс ортогональ¬

ных мер (:) .
Ниже лемма Гофмлпа н разбиение ортогональных мер перекосятся

на случай шара3>" в С 1'. Используются следующие обозначения: A (3l") —пространство непрерывных функции на 3>л, аналитических внутри Зк
с sup-нормой; А' (3)!‘ ) { А ‘- { £>" ) ) — пространство мор р , сосредоточенных
ни £>я (па В3>" ) и ортогональных к А {3>“ ) , с нормой I |р | ; 3” = { z @
e f ; |г| ^ 1}.
Т е о р е м а 1 , Пусть |is .4'(2)r‘) 1 ф — функция класса С ” в С, К —

ее замкнутый носитель, л ( (г , . . . , , £ „) ) = г ( .
Тогда существует мера v, сосредоточенная па Int ££>* П л-* (А ) и такая ,

что ((ря)|1 +уе Л '\
Док а з я т е л ь с т н о. Для ( е б1, 11\ < 1, положим S, = {гs3)":

я(г ) — (} . ГГрп t = 0 определена естественная проекция Т » из 3)'' на S,,:
Т„( ( zt , . . . , г„) ) = (0, Как известно, существует битоломорф -
ное отображение шара 3)“ на себя, переводящее St и S„. Возьмем такое
отображение U,; тогда Tx — Ur' ° T. (:

.— проекция из £)* на 5,. Можно
дополнительно считать, что отображения U , выбраны так, что 7V равно¬

мерно сходится к Г ,, когда t' 1,
Заметим , что для почти всех (по мере Лебега) ( G C1, ) *|< 1 , будем

всех таких t можно определить меру
(л ( z ) — /)-1 р , / tE С ( LS1, ). Так как Tt

непрерывно зависит от t , то определена мера v на3) таким образом:

построений Т , легко следует,

что мера v( сосредоточена на \nlWn ДА( , а непрерывность Ts по t
дает требуемое о носителе v .
Докажем теперь, что ve#. Если / апалптячна в окрест¬

ности 3>л, то ( / о Т , / ) (;( 9 ) — i ) "1 = А (3>“ ) и тем самым

( 1 )

для таких /. Предельный переход дает ( 1) для всех /^ А ( ЗУ" ) , Кроме
того, нз условия ц еЛ* вытекает, что ,Цл (д ) - t ) A/ j.t = 0t если
Итак, условие (ф л)р -f v S H 1 равносильно тому, что для всех /1_
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е= А (£)я )

5 (Ф о Я) /и+ 5^(J (Я (а ) - /ГЛ»)dt Л dt = 0. (2)

Определим игру цу р С1 равенством ^ gpf = ^ (j" п) /|л, g — непрерыв¬

ная функция в С1. Тогда (2) равносильно тому , что v = 0. где v — фр , —
Л {и — ( )' (u ) 'jdt Д dt . По р , ортогональна полиномам и, в силуitф'

dt
упомянутой леммы Гофмана ( г) , v обладает тем же свойством, в част¬

ности !т О , Теорема доказана .

*
Заметим теперь, что если 1 — 2 Чц — разбиение единицы и С 1 п

i=l
меры V . построены по функциям tp , как в доказательстве теоремы 1, то

к
р — ^ Г (Ч:‘ < л) аН- \\ ] , Из этого замечания легко следует

Тв о р и м а 2. Пусть б > 0, ц е .
к

Тогда р= ^ро где Р( £ ЛЛ (Ф') и носитель меры ц, имеет диа-
i-cri

метр 6 ( i — 1 , . . . . к ) .
Для меры р е: А 1 можно получить разбиение в пределах 4х, если ис¬

править подходящим образом разбиение из теоремы 2. Более того, исполь¬

зуя близкий вариант леммы Гофмана, можно показать, что справедлива
Теорема 2 Г . Пусть и е А 1 (Й5’1 ) , б> 0.

к
Тогда р = р„+ р», . . . , р*еЛх( <0") , абсолютно непрерыв-

i=i
на относительно меры Лебега о, диаметры носителей мер р, , . . . , ц ,.. не
превосходят б и сингулярные ( относительно о ) части мер р ( , . , . , р* по¬

парно взаимно сингулярны ,

2. Свя з ь м ежд у о р т о г о н а л ь н ы м и м е р а м и a L - м и р в м п.
Пусть О — область и Си с гладкой границей. Следуя Г, М. Хенкину (а) ,
будем называть меру р, сосредоточенную ва дО , L-мерой , если для лю
бой ограниченной последовательности {/„6= А ((?)} из } , (J ) — ‘-О для всех

п-* at

xeff вытекает j j - u — * 0, Легко показать, что ато равносильно сущеет-
tl >СВ

повяяию последовательности мер {р„} , сосредоточенных на (У , для кото¬

рой In Pr- lUvb — *- 0. Так как граница области О гладкая, то всякий
П— ею

_
функционал, определяемый па Л (СУ) мерой, сосредоточенной на С?, может
быть вычислен мерой на дС , абсолютно непрерывной относительно меры
Лебега п на об' . (Множество таких мер обозначим через /, (о) , ) Следопа
тельно, в предыдущем замечании меры р ,; метено брать абсолютно непре¬

рывными относительно о. Оказывается , что для широкого класса областей
можно обойтись без приближения -
Лемма. Пусть О — область с гладкой границей, и всякая ограничен¬

ная аналитическая функция f на б может быть поточечно приближена по¬

следовательностью (/„е А (б ) } , для которой ll /n|i ^ sup |/(я ) |f= It /ll »,
sr«=fi <

ft = i , , . . (например, G — звездная область ) .
Тогда для любой меры р е= £ (о) и. е. >- 0 найдется мера р е /, (о ) ,

определяющая на Л (С ) тот же функционал ( т. е. р — да Лх (б?) ) и та¬

кая , что l l p l l ^ ||p|j Af<g ) 4- а.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть Н “ — слабое замыкание Л (б?) в /Л (л ) .

Отображение , переводящее функцию /s Н - ь ее- интеграл Пуассона , иао-
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метрпчпо, поэтому из условия леммы получаем, что каждая функция
/ (— Я - есть слабый предел последовательности из Л (О ) , ограниченной
по норме константой |/||„, Следовательно, нормы функционалов, порож¬

денных мерой ц на А (О ) и Н °° , совпадают, т. е.
II р|д*<а) = bf II ц — v||,

VEiAlpjljfci )

что равносильно утверждению леммы.
Следствие, Если р — Т.-мера, е <С 0, то найдется мера у 51(?) та¬

кая, что B’vfl ^ НмИлда) + в.
Отсюда сразу получаются некоторые свойства L-иер п ортогональных

мер.
Т е о р е м а 3. Если область G удовлетворяет условиям леммы , то класс.

L-мер совпадает с Е ( а ) ,4x (f?).
Пусть pin и р, обозначают абсолютно непрерывную и сингулярную ча ¬

сти меры р относительно о. Л ,- — {и ,: р^ А (<?)}. При тех же предполо ¬

жениях относительноО справедлива
Те о р е м а 4, Пусть ре А± (С7), е > 0.
Тогда найдется мера \^ A L{0 ) такал, что V, — р, и ||vc[| ^'1 p.|' x*< Si + е. Следовательно , замкнуто в пространстве мер.
Теорема 3 позволяет неренестп на A L((7 ) известное свойство L-мер (s).
Т е о р е м а 5. Пу сть О строго псевдовыпуклая область с границей

класса С\ удовлетворяющая условиям леммы. Если (ieJ/Р), a v аб¬

солютно непрерывна относительно р, то v = А,х (0 ).
З а м е ч а н и е. Если (У — шар, то это утверждение можно легко по¬

лучить из замкнутости А,Х(С?) и теоремы 1,
3. П р д м е н е н и н, С номощью теоремы 5 можно получить некото¬

рые сведения о пространстве А-{С ) . Назовем неотрицательную меру р
на d C f представляющей, если существует точка я:е (? такай, что f ( x ) =— £ /р (i ^ A {C ) ) > Мера р ^ ,4 х ( <?) называется пполне сингулярной,
если она сингулярна с каждой представляющей мерой, В (s ) доказана
обобщенная теорема Риосов: любая мера р ^ Лх((7) представима в виде

X»

р = Ро + 2 Н- > гДе И* - вполне сингулярна, р,- = Лх и абсолютно пе-
i=t ^прерывна относительно некоторой представляющей меры (г = 1,...),

причем р0 единственна.
Т е о р е м а 6, Если О удовлетворяет условиям теоремы 5, то в А : {О )

нет ненулевых вполне сингулярных мер.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть и — вполне сингулярная мера , fе L,(р) .

По теореме 5 найдется veXx(t!), длн которой v, — /р. Применяя к v
обобщенную) теорему Риссов, получим, что /р е АХ (С ) . Так как / произ¬
вольна, то р = 0.

Известно, что каждое замкнутое множество нулевой моры на окруж¬

ности является множеством особейпостен неотрицательной гармонической
функции в круге. Докажем аналог этого факта для областей в С".

Т е о р е м а 7, Пусть С — область с границей класса Са, строго псевдо¬

выпуклая , звездная относительно точки ОеС1, Е — замкнутое подмноже
ство дО.

Тогда следующие условия равносильны -.
1) |р|(£) — 0 для всякой меры р <= Лх ( £?) ;
2) А \Е= { f \E: f s А (О ) } — С ( Е ) и существует функция , j ^ A ( p )

такая, что j( x ) = 1 ( х <= Е ) , |/(а0 | < i (ieC“ vfi)y * -3) существует функция g ^ A {C ) такая , что £“*|U) = Е ;

' # »( jT щ г* *Й
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4) существует аналитическая функция k , определенная в О, и такая,
что Re h 5? О и Re h (ж) — оо, если х^- х^шЕ.
Доказательство. Эквивалентность 1 ) 2) см. ( 4 ) , 2) -ьЗ) и

3) - 4) очевидно. 4) -̂ 1 ). Пусть р.еАх{С7). Положим \( Е' ) —= [|i.| ( Е' П Е ) { F/ — борелевскос множество). По теореме 5 найдется
мера pte- j4 x(£7) такая, что £U — V. Пусть ^ — конформное отображение
правой полуплоскости на круг {г: \ г — 7з|<1 7*}» ф («>) = 1, G = чр о Л,

Пусть Cei“ (ii) — граничные значении функции £?, тогда j («) | <11
почти везде относительно о. Положим 0; ( з ) = G ( (l — г ) г) , г е <7, Тогда
G.K ^ A((?) и Сг/Д — G,*p^ -(- (G/ lA’Jv ^ А*-(0). Переходя к нределу_по
е, получим + VE /11 ((?). Предельный переход но к дает v ^ J4x ((?),
откуда v = 0, так как v неотрицательна.

З а м е ч а н и е. Все доказанные теоремы, кроме теорем 2' и 6, имеют
аналоги для полицилиндра (при этом под границей надо понимать ши-
ловскую границу — тор). В частности, аналог теоремы 7 дает возмож¬
ность получить классы нуль-множеств ортогональных мер на торе, ука¬
занные Форелли (а). Утверждение 3) -»- 1) для этого случаи доказано
Стоуном ( т ).

Результаты, близкие к нашим, получены Г. М. Хенкиным, в частности,
он дал другие доказательства теорем 3.0.

Автор благодарит Л. А. Айзенберга и Г, М. Хенкина за полезные за¬

мечания и внимание к работе.
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