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В работе (‘) доказана одна теорема существования для уравнении
айда

E = D(-г) (О
в полных метрических пространствах. В отличие от принципа сжатых
отображений (или итерационной теоремы Шредера ( ') ) , условие, нала ¬
гаемое на фукцню ф (д;) в этой теореме, должно выполняться не для каж¬

дой пары точек, а для каждой точки рассматриваемой области. Подобной
же одноточечной теоремы единственности в известных нам работах нот;
они везде двухточечные.

Б настоящей работе предлагается одноточечный принцип неподвиж¬

ной точки (принцип Г) ,
Проверка выполнения условий принципа Т не сложное , чем в прин¬

ципе сжатых отображений, и не требует привлечения каких-либо допол¬

нительных исследований. Вместо с тем сфера приложения принципа Т
представляется достаточно широкой: доказано, что выполнение условии
этого принципа есть необходимое и достаточное условие сходимости
итерационных процессов высшего порядка (см. теорему 6) . Доказано так¬

же, что имеются уравнения тина (1) , существовании решения которых
нельзя доказать с помощью известных двухточечных принципов, но мож¬

но это сделать с помощью принципа Т.
Заметим также, что теорема 3 настоящей работы может быть полу¬

чена и с помощью результатов работы (').
Опр е д е л е н и е *. Будем называть Т (3), k, М ) множество всех

функций ф (х ) , обладающих свойствами:
а ) ф (х) — функция со значениями в полном метрическом пространст¬

ве X , заданная и непрерывная на некотором его подмножестве <£>;
б) существуют такие числа М > 0 и А >1, что для любого хе3,

для которого ф> ( х ) ^3. выполиено неравенство

Р{фМ*)].Ч>(*)} Л*Чр[<р (х),*]}*•
Если внести в рассмотрение заданный на 3функционал

А( х ) = р [ х, ф (х) ],

то последнее условие может быть записано в более обозримом виде
Д[ф (*)]^i/[A (x)]\

Те о р ем а 1. I . Если ф (.г) является в 3 оператором сжатия с по¬

стоянной Й„. то ф (х) е 1\3, 1 , Ои ).
2. Существует вещественная функция ф (х) такая, что
а ) ффя) е T ( s% 1. 0) , где s — [— 1, -f 1], а 0 < 0 < 1.
б) уравнение ( 1) имеет в s единственный корень х — 0;
в ) ф ( дг ) не удовлетворяет условию Липшица (с какой бы то ни было

постоянной ) ни в какой окрестности х.
* Обозначения, введенные здесь, систематически используются в дальнейшем.
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ТТршшдем некоторые соображения , позволяющие доказать тт. 2 теоре-
мы 1, введем в рассмотрение иос.тедпнатольпость точек yV. fx,., у„) , еде

1х" ~ п : Vfl
± , п — 2к 1;

lit ' "“ 2*;
к 1 , 2 , . . .

Соединял последовательно точки 3 . отрезками прямой, получим лома¬

ную 3.
Рассмотрим функцию ф (лг) , заданную па [ — 1. +1] следующим обра ¬

зом; на (0, 1 ] график <р{ х ) совпадает с ломаной 3\ на [ — 1 , 0) он сим¬

метричен 3 относительно точки (0, 0) , и ф (0) = 0. Нетрудно усмотреть,
что ф (д:) ость непрерывная функция, не удовлетворяющая у < iовию Лип¬

шица пи в какой окрестности точки х — 0. С другой стороны , легко уста¬
новить, что

ДМ*)] *^ *1А( х ) ,
<v ( x ) <= T ( S> 1, V0 -

Те о р ем а 2 (пример функции из Т { 3,), 2, М ). Пусть / (х ) — функция
со значениями в В-прострапстве Аг, заданная и дважды непрерывно диф¬

ференцируемая в области G этого пространства: при этом оператор ф (х)
имеет ограниченный обратный (/') “ ’ (х) для любого хей. Пусть <р(х ) —= *- ( Г )-1{х ) .

Тогда ф{,г)е Г (®, 2. А/ ), где Ю — любое замкнутое подмножество
G, а М= Vs sup || (Л -1МЬир 1Г'(*} 1 .

Пусть xt S3>, обозначим 6o = A ( jTi ) = p (x,, fp(x» ) ).
Те о р ем а 3. Пусть ф (х ) e T {3>, k, M ) , x„^ 3), Л/ft,*-’ < 1 и 3> со¬

держит замкнутую сферу S ,,: p ( x<., x ) ^ 6S / ( 1 — Л/601) -
Тогда рекуррентная формула x„+ , — ф (х„) определяет бесконечную

последовательность {х„} = Ф { хй ) , * при, этом
а ) Ф (^«} сг 5*;б) существует Ит хг_ — J, х содержится в S „ и является решением

уравнения ( 1 ) ;
в) имеет место оценка

р (х, х0 ) <
«0 /̂(1 - 3/ )

— е*п -1)

( 0 = 5

при к = 1 .
при к 1 (2)

Сл е д с т в и е I . Рассмотрим уравнение ( 1) , где ф (х ) — функция, по¬

строенная в доказательстве теоремы 1 (л , 2). Для такого уравнения при
|х4 ] < '/< выполнены все условия теоремы 3. но не выполнены условия
принципа сжатых отображений Банаха или итерационной теоремы Шре
дера (’ ) Поэтому существование решения этого уравнения, следует из
теоремы 3, а иные итерационные принципы, упомянутые выше , в этом
случае немримеиимы.

Сл е д с т в и е 2 (см . ( я) т стр. &4 I ) , Пусть выполнены все условия тео¬
ремы 2 и хп^ 3>. Введем обозначения

Г» = р ( Х; Х\Я> ) , 6о = И (f ) “ * (*,)/ (!.) I-
Тогда, если выполнено неравенство

6G *С Г( / (1 A/fo) ,
уравнение / (х) — 0 имеет в 3> решение , которое может быть найдено ме¬

тодом Ньютона, если за исходное приближение принять х„.
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Это обозначение применяется и в дальнейшем.
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Для приближений хк выполнена оценка (2).
Т е о р е м а 4, Пус > ь 3) открыто, ф (я) k, М ) {причем, если

к=1, то М < 1) и уравнение (1) имеет в & решение х.
Тогда существует окрестность бР точки х такая , что последовательность

ф (х) имеет предел £{£) для любого хе?. Функция £ (.г) на 3* удовлет¬

воряет уравнению|(:t ) — ф[^(г)] и непрерывна.
С л е д с т в и и I, Если % { х ) = cousl, то g (ar} =|(х ) = £, г. е, Ф (г )

сходится к х. вне зависимости от выбора % ^ 3*,
Если mce ^ [JE} на & отлична от постоянной , то X множество решений

уравнения (1) содержит бесконечное множество £ (5** ) !i потому само бес¬
конечно. Такой случай реализуется, если, например, ли функцию ц> { х ) вы¬

брать х (очевидно , что если <р{аг) = х , то <р{:т ) ^ Г (55, к , Л/) , где к и М
произвольны ) .

Сл е д с т в и е 2. Если X имеет предельную точку х*s ЕЕ), то компо¬
нента точки х * множества X отлична, от точки х' .

Таким o5pa.sy.vi, множество решений уравнения (1), принадлежащих
равным компонентам множества X , не может иметь и 3) предельной точ¬

ки, В частности, и множество изолированных решений уравнения ( 1) не
может иметь в Зд продольной точки

Опре д е л ени е, Будем называть G - р ешениоы уравнения ( 1 ) в
3) всякую компоненту множества Х (\3>.

Т о о р в м а 5, Пусть 3) связано и замкнуто, ц (3) } сг 3) и (р(сс ) е=
<= T ( D, 1, 0 ) , г д е 0 <1

Тогда уравнение (1) имеет в 3) единственное G - решение.
Последовательность Ф (а;) сходится, если х^ 3>. Ее пределом для каж¬

дого х является элемент упомянутого G -решения.
З а м е ч а н и е. Справедливость теоремы не нарушается, если условие

Ч? (л ) е Т { 35, 1, 0 ) , где 0с1, заменять более сильным: D (O) е T {3), k , ,V),
где М suptiAjc]"’1 < 1 (А ^ 1) .

Те о р ем а б. Пусть х — изолированное решение уравнения (1) , Для
того чтобы в некоторой окрестности а? выполнялось неравенство

р[г, Ф (лт) J sj й/[ р{х , х}\
где - постоянная, а к I> 1, необходимо и достаточно, чтобы существо¬
вала такая окрестность3) точки х и такое число М . , чл о

<р ( х ) Ё= Г(0, А, Ж) ,

Из теоремы видно, что с помощью принципа Т можно определить по¬
рядок к и псследовать характер сходимости для любого итерационного
процесса высшего порядка (А;> 1 ) ,
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