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Пусть F — конечное расширение поля рациональных р-адпческих чи¬

сел Qp, Т — поле инерции поля F , Н ( Z? ) — кольцо всех целых величии
поля F ( QP ) , Р — простой идеал кольца It ,Z — кольцо целых рацпональ
ных чисел, Q — поле рациональных чисел, a ( RG ) — кольцо Я-представле-
ний конечной группы G (определение сы., например, в ( ') ) u A ( RG ) =
= Q ®Ia ( RG ) . Наиболее интересные результаты при изучении алгебры
А ( ИС ) получены в в (;, ь ) изучение сведено к изучению со идеалов,
тесно связанных с Я-представлсниямн р-подгрупп группы G.
Л е м м а 1 (Райнер). Пусть конечная группа G содержит циклическую

подгруппу порядка п. Если в е Р! при 2фР и 2 5 2 при 2еР,
то алгебра A ( RG ) содержит нилъпотентные элементы. Если силов-
ская р-подгруппа группы G имеет порядок р , го алгебра A ( Z „G )
полупроста.

В ( н ) показано, что если силовская р-подгруппа группы G нецнклична ,
то A( RG ) содержит ндльпотентныо элементы. В (т ) описана алгебра
A ( Z p l I ) , когда И — циклическая группа порядка р1.
В настоящей работе, используя упомянутые результаты, мы ре¬

шаем задачу о полупростоте A( RG ) п описываем A ( R H ) я слу¬

чае, когда число n( RH ) неразложимых Я-представлений р-группы
Н конечно

Т е о р е м а 1. Алгебра A ( RG ) полупроста тогда и только тогда, когда
( |С | , р ) — 1 или силовская р-подгруппа группы G имеет порядок р и
при 2 поле F является нералнетвленным расширением поля Q„.

Доказательство опирается на результаты ( \ *, *) и лемму 1.
З а м е ч а н и е 1. Теорема, аналогичная теореме 1, справедлива также

для алгебры A (J.G ) , где L — локальное числовое кольцо.
Пусть Н есть р-группа. Исследуем алгебру А (ЯЯ ) при п (Я //) <Г сю.'

Из и теоремы 1 нетрудно получить, что при п (ЯП ) < во Д (Я Я )
обладает нетривиальным радикалом тогда и только тогда , когда выполни
ется одно из условий:

1) |Я ] = р г и Я= Т\
2) [ Я | = РФ 2 и ( F -. T ) = 2;
3) |Я| = 3 и ( F : T ) = 3.

Поскольку в случае 1) неразложимые Я-представлепия циклической
р-группы Я = (о ) имеют такой же вид, как неразложимые Z v -представ¬

ления I руппы Я ( “ ) , то п атом случае А (ЯЯ ) изоморфна A ( Z r I I ) . Алгебра
A ( Z p H ) изучена в ( * ) при р — 2 и в (’) при р ф 2, Из (*) вытекает, что в
случае 2) алгебра Л (ЯЯ ) изоморфна А (А'Я ) , где К — кольцо всех целых
велнчпп некоторого разветвленного квадратичною расширения S ноля
Исследуем алгебру Л { КН ). Пусть Р — ( t ) — простой идеал кольца К и
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K — K j P. Все неразложимые К -представления группы I I = (а ) име¬

ют вид
( i = 1, 2 р ) , ( 1 )

где V { — жпрданов ящик порядка * с единицами по главной диагонали.
Обозначим через V / К I I модуль, в котором реализуется представле¬

ние ( 1). _
Пусть а ( КН ) — кольцо К -представлений группы 1 1 = (9)^ .4 ( КЛ ) .=

— Q ®, а ( КН ) , М — КН -ыоруяъ с конечным Л-базнсом и M = M j P M .
Очевидно, ’ ф (Д/) =*= М задает гомоморфное отображение А ( КИ ) на
Л ( К I I ) . Так как А ( КВ ) полупроста (1|) , то радикал N алгебры А ( КП )
принадлежит Ker ij- .

Г

Лемма 2 (lIfia) > Пусть Vi 23 1 'VА
П-т1г

Тогда r< / u 7^2 Ф *''
р-ля © (/ — г) К -

П=1

Если 1 5̂ / s; j s = l /2 ( p — 1 ) , то V i ®-V j ± 2 ©h г,— i
Лемма 3 (Шаиузль, см. в ( , Г|) ) . Пусть RG — групповое кольцо ко¬

нечной группы G над кольцом R и 0 -*- M — *- L — *- B - hO, О -* М' — * V — *
-i- ti' - t- O — точные последовательности BG модулей. Если. L и // — про¬

ективные RG-модули и И = IV , то М ®U с* М' 0 L.
Лемма 4, Пусть G — конечная группа и Ми Мг — такие неизоморф¬

ные В-свободные ПС -модули, что РТс М<с: Г ( I = 1, 2 ) и I’’-модули
М , / Р’ М , и М , / Р ~М - изоморфны ( Г = B G ) .

Тогда {,1/,} — {Д/ а } — нильпотептпый элемент a ( R G ) ( {Л/ ,} — класс
всех RG модулей, изоморфных модулю М \ i — 1 , 2) ,

При г — 1 лемма 1 доказана в (') . 13 общем случае доказательство ана¬

логично.
Пусть А , , У j — идеалы кольца КН , порожденные соответственно элемен¬

тами t . ( а — 1 ) '+‘ и t, (а — 1 )^ (7/ = (д ) ; а1' = 1; i = 0, 1, , , . , s — 1;
/ = 0, s; s •= Ч ; ( р — 1 ) ) . Нетрудно проверить, что Агн ^ Уг .и и
РГ сд А ,с Г, /‘Г а У, + 1с Г (1=0, 1, . , . , & — 1 ) , Так как модули X t
н У, , 1 неизоморфны , то, is силу леммы 4, {А .} — {#.- J- I ) O2;ONBAO не-
нулепымп нильнотеитнымн элементами в Л ( КН ) , Отсюда si из леммы 3
вытекает

Лемма Г>. Идеал I алгебры А ( К I I ) , порожденный элементами
(А',} — ( У1+1} ( i = U, 1, , . . т s — 1 ) , пилъпотентен, причем Р= 0.

Разветвленные квадратичные расширения «V ноля Qv бывают двух ти¬

пов : Л) S с: (?,. ( £ ) , В ) Qr ( e. ) ( z? - 1) .
Неразложимые Л'-представления группы 77 = (и ) описаны в (" г ° ).

Введем обозначения для модулей неразложимых ^-представлений группы
II . причем будем пользенаться нумерацией представлении в теоремах 1 и
2 в Г ) *

Случай А (см, теорему 1 в ( “ } ) :
0- А ; 2) А ,- ( £ = 1.2) ; 3 ) — Г , ( £ = 1 , 2 ) ; 4) -+ Тт (г= 0, 1( . . .

. . . , 5 — 1 ) ; 5 ) — X , (г=0, 1 * — 1 ) ; б) -* У , ( £ — • 0 .1 . . , . , s ) ; 7 )^Zt
0= 1, 2 s- 1; s= 4*( p - 1 ) ) .

Случай В (см. теорему 2 в ( * ) ) :
1 ) — А : 2) — Г.; 3) — Гг ( г= 1, . 4) — Ct ( £ = 0, 1 ) , где С „ — У„,

Ci = А,; 5) - - AV 0=1 в ) , где X/ = АЗ (/ = 1 * - 1) , X / = У,;
6) -* Y , { £ = 1, 2, — 1 ); 7 ) -*- Zi ( t = l, (С т р е л к а означает,
что, например, представление вида б ) реализуется в модуле У,. )

* Отметем. чУо в (?) в формулировке теоремы 2 есть описка: представлений
вида 7 ) имеется $ => i/1( p — 1) при р ^ 3 (а нс я — 1 при р > 3) ,
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Положим r, +i = Т ,-и Х ,н - Ул_„ Z ,+l — Z ,- L (0 < i < s) ив случае А
Т , = Л ( Ф Д:, Z , = Г , © Г;. Отметим , что У„ = КП .

Можно шжааать, что яшщются точными последовательности:
О — Т „-*- А7/ — Л — О ,

О*- Г£ -+ KII — Д( — 0, i — 1, 2.

О — +-7JS — КП Ф КН — *•Т\ '— *- 0, (2)
О ig: /^s- 1,

0 — X , - КП ф КН — е У,^, -* О ,

Л емм a 0. Если р == 1 (mod 4) , то
\ , ® Л* 06 Т , Ф Т , © . , . ег,ч;

& & &г‘ДФГгФ2|Ф 24ф: . . . ® 21 1 ( г = 1, 2; гФ 1 ) ;
если р = — l{mod 4) ( р > 3) , то

Д« ®. Д|ИДГФГ, Ф ПФ . . .ФУ,-* (1 = 1, 2; r*= i ) ;
Д , ® Дгs ДФ Z* 0 Z* 0 . . . © Z,_„

Л с м м а 7. При /7 = 3 справедливы следующие формулы :

Ad © 70 Гг0 (л -2i - 1 ) У00 2 0 (Z
_

Si 0 Г.-*/*) (/ *d )-
j=l
1 i

А* ® 70«^Ar В (s — 2i — 2) У„ В 2 В Z.-2/ i 0 S 0 (r =^rf);
7=0 ;' i

Ad © Tl ir (,s — 2) Y0 0 Zs-i‘,

& 7^= (P — 3) l"oФ Ф Fj-i+zh-i 0 2 0 Zj-l+aA , (О <Г г s0/);
Лч*1 fi=|

rt© Г(^ДФ ( /7 - 2i - 2) y0 © S Ф (70 !ФЗД ( ( = 1 , 2 s - 1 ) ;
Л=1

г, ®Т. =*2Д - 1 2 2 В 70« 0 2 0 Z4, в ( Р = 1 (mod 4); <Г - i=̂ ) ;
r=ft Г— 1 '

Г
T , © Гя ss 2Д 2 2 I (70_, 0 Zar ) 3 T, ( p = - 1 (mod 4) ; V - ;

Г=-1 “ * *
i+i

A"

i @ Xj cp: ( p 2i — -) 1 r Bi ( A ,,-;^S7I-S # (^ ^5 0^ /)
Л— I

3а м e ч а и и e 2. Пользуясь леммами 2, 3, С, 7 и формулами ( 3) , можно
написать таблицу тензорного умножении неразложимых ^'//-модулей .

Т е о р ем а 2, Пусть Н — ( а ) — циклическая группа порядка р =р 2 ,
К — кольца целых величин разветвленного квадратичного расширения по ¬

ля Qp, Радикал N алгебры А ( КП ) порождается элементами (А",} — {10 , }
( г =0, 1 , . . . , s — 1 ) , которые образуют также О -базис N. Кроме того ,
Лгг = 0.

Доказательство теоремы опирается на леммы 2— О,

Те о р е м а 3. Пусть Ki — кольцо целых величин поля

У Г Ои ( IП> ) • если Р = ( — 1 )t+1 (mod 4) ,

1 Qp { У pw ) , если р= ( — I )4 (mod 4)
( г = 1 , 2; to — первообразный корень степени р — 1 из 1 ) ,
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Если Ni — радикал алгебры А { К I I ) { I I — группа порядка рф2) , го

А (КМ ) / N' S a Q Q Q W i-i y p ) ФС(У (-1 ) "Р ) Ф,^НФ (?(а) ФQ ( o. ) t

А (К:Н ) / Л',^ С> Ф <? 0 (?(« ) ® 9(a ) Ф <?(« ) © (?
($ — *1г( р — 1) , a — е+ 5

_
<; 9 первообразный корень степени р из 1 ) .

При доказательстве теоремы 3 используется строение алгебры моду¬

лярных представлений А ( КИ ) (см. ( 14 ) ) ,

Наконец, рассмотрим случай 3, т, е . когда I I , = ( 6 ) — группа порядка 3
п F — разветвленное кубическое расширение ноля Т (Т — конечное нераз-
ветвлеттое расширение поля рациональных 3-адпческнх чисел ) . Пусть
L' — кольцо всех целых величин поля F и Р, = (и ) — простой идеал коль¬

ца U (3 вы. 9; 0 — единица кольца L' ) . Можно показать, что следующие
//-представления группы H t являются неразложимыми:

( i = 1, 2; / = 1 , 2);

П р е д л о ж е ц и е 1. Радикал N алгебры А ( Ы1 ) порождается элемен¬

тами { Bi^ Dlt Bt — £>з, Sj — Oj} , причем ЛГ2 = 0. Фактор-алгебра
А (i'7/i) i N изоморфна прямой сумме 12 экземпляров поля рациональных
чисел Q.

Пусть F’ — конечное расширение ноля рациональных чисел Q. О —
кольцо всех целых алгебраических чисел поля F' , G — конечная группа и
A ( O G ) = Q ® z a { O G ) . Используя результаты ( , s, ie ) о родах, а также тео¬

рему 1, нетрудно доканать
Пр е д л ож е н и е 2. Алгебра A ( O G ) полупроста тогда и только тогда ,

когда порядок группы G не делится на квадрат простого числа и каждое
простое число р ( рФ2) , делящее порядок группы G , разлагается в произ¬

ведение различных простых идеалов кольца О.
Ужгородский государственный Поступило
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