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В п. 1 настоящей работы предлагается функциональная схема прибли ¬

женных методов, объединяющая конструкции (', г) п (*. * ) ; п. 2 посвящен
исследованию корректности нелинейных приближенных задан п валимо
связап с результатами С"*11); и п, 3 приведены примеры исследованных
разностных краевых задан, в частности, для разностных пналогов сильно
эллиптических систем второго порядка в параллелепипеде получены апри¬

орные оценки в И-у.
1 Введем обозначения: Я — бапахово пространство, вложенное в пор

мпровапное пространство (в.н.) Я0; м — множество элементов h некоторо¬

го н.н. {Л} с нормой |А| такое, что V A s c a |Л |>- 0 и 3 /i» £ o,
1т 2 lim |А„|= 0.

Т4-*»
Пусть каждому h <=. со соответствуют
1) Н h = /7 — конечномерное и,и., размерность которого зависит от h

и стремится к ос при |А|— »- 0;
2) Qh = Q — п.п,

3') линейные операторы р, g„ = q л г* = г, отображающие соот-
натственно И в О, Н в Q н И в Й. Кроме того, предполагаем, что VEE Г/
lim ||ды <| IIWIIH,.
h I и

Рассмотрим теперь операторные уравнения
L( u ) = f , < 5; (1)

и е /1, A e= w, (2)
где операторы L и L взаимно однозначно отображают множества Т и Т из
пространства II и Й соответственно в множества Г/, Т / из нормирован
ных пространств F п К ( Р состоит из тех же элементов, что и Я ) .

Тогда погрешность приближенного метода, заменяющего (1 ) на (2),
может измеряться как |[г][,, где i ^ qu — р&.

Урэппепия (2) называем к о р р е к т ными па TF, если операторы L~'
(см. (2) ) определены п равномерпо но ÿ 5 5 Nнепрерывны на множествах
ТР\ а п п р о к с ими р ующими у р а в н е н и е (1) , если 1зт|!С !|р= 0, где

I * I - о
$ шт L( f u ) ~ f.

'1 е о р е м а 1 . Fc.ru уравнения (2) корректны на Ту и аппроксимируют
(1), L{ ru ) sTf , операторы р равномерно по A so ограничены и
Ню I I ( g — i?r) н|[Q ;= 0, то Нт Иди — p6|IQ = 0.

!М-о I h I -* о
Те о р ем а 2, Если выполнены условия теоремы \ и.

.(SUp 7 sup (1 i-1 > _ X.-1 (/а> уй
I I }< К ,

то Уди — рй||о^ АЦр !| UtllF+ II (д — рг)и||б.
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2. Рассмотрим некоторые вопросы получения априорных оценок реше¬

ний (2) и исследования корректности (2) в случае гильбертовых про¬

странств ( г.п. ) , используя обозначения; О — конечномерное г.п , со ска¬

лярным произведением ( й , w )T= ( ы , ) , |]'й||ё=~ llwll , Е единичный оне-
ратор, В линейный самосопряженный и положительный оператор, ото¬
бражающий С в С , ~к ( Й ) ~ любое собственное число В, л ( Й ) 5= у 1> О,
Й и В — г,и. , отличающиеся от С лишь определением скалярного произ¬
ведения: (ц, й )п ши й ) ,

(«- C ) р =з (В-Ч , и ) ,|й|АsI«|Л , J«', F

Sjt (f )e{*e^ : — : Цй{д-1 <г}.

Б> дем предполагать ниже, что £(0) .= 0.

Теорема 3. Пусть L отображает Н в F , непрерывен на Sн (г) и
при йт= Sh ( г ) (Цй ) ,й ) inf <* (*) > &,> О, /> > *(KltSr

Если ll / ll я-г^ (r/ ) p“ icrr^ Р г, то (2 ) имеет решение, принадлежащее
сфере 1$ в (г*} , г* M5 ( ( “ l j|/|| 9-I ) Кроме того, если info - - о> 0t

Г>0
то любое решение его a^ SB ( r* ) , г* *>г ( (о)"‘11/ 11 д-0

Теор ем а 4. Пусть
Цй ) = Вй + Р {й ) , (3)

где В — линейный и самосопряженный оператор, а В непрерывен на
S д(г) 1

|*(A)|^d > 0, А^ Й + kE^QB, 0 > П, Л 5? О, (4)

t i e S b (r ) ,

где sup p ( < ) рг гг цГ <1 р = к ) -1 ,
IKK''Если ||/ !1л 1 ^^( р — ( i w) , В ^ г, то (2) , (3) имеет решение й такое ,

что
ii е= Sh{ r’ ) , г’ = (р —  3')

, /ÿ0|*
Теор ема 3. Пусть L непрерывен и удовлетворяет на S б (г ) либо

усмвию
(£ («) — L (v) , ii — у) > о {шах {||й||^ , [|р1Й)) ||м - д |||, inf о {/) > гГг > О ,

<г
либо условиям (3) , (4) и

Р \\ (« > — /* (») li-iСр (шах Q v, '\h ,|v j b ) ) 1«- о||jj , sup jT(() < pr < p. •
0<l<r

Тогда Оля любых й е S& (r) f j} eSj ( г") имеют место неравенства

II « — vh< (^r)_1 l!̂ («) — ЕЙ8
или Ы — v ||п ( < (р — Рг)-1 IIL (й) — L (о)

и, если рт , рг , р , 0 не зависят от h A5 оз , то ( 2) корректны па
Тг = •Sa-' fSrC) и tr 5M S я 1 (0* ( р — Дг )г ) соответственно.

Теор ема 6. Пусть Е ( й ) = Д.н + ^{и ) , где Ц — линейный опера¬

тор, Р непрерывен на Stf { r ) 57 { й : ||^н||^ г}, ( U H , B u ) > б№|Г, б > О
и для всех «е £в -' (г )

||Р (1*)Ка (||Й«1) 5Вм|, аир и Ц /||<г' (в — б,.), {5}
0Cf<r

где г'^ г.
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Тогда существует решение такое , что йенЛ’ва( (б — сг>)
_
|||/1) ).

Т е о р е м а 7. Если в теореме 6 вместо условия (5) справедливо

^o (||5{ii — г )|| Ц -Й (ы — »)|1,
цеЯйДг) , v^ Stfir ) , (G)

то ,|Й ( гi — р )|) <7 ( ft - Ог )-,1Щн ) — /- ( г> ) Ц; если ft и аГ не зависят от
h «= «) и нормы в Й и Е определены как |)9||9 «5 УДиНс и H/|IF г=||/[|(v , то
задача (2) корректна на f ,= {/: ||/|] ^ r ( ft — о - )}.

Т е о р е м а 8. Пусть L( ii ) = ( Й — сЕ )н -|- /* (и) , где с > О,
\ Ы& — сЕ ) \ ^? d О , Р непрерывен на Sp (г ) справедливо (5) с
ft =* v

_
ljf ( max (у, с+ (/) ) , g ( t ) = ( 1 — с’/-1)3,

v ssmaxf 1, j lj; u l/|< r' (6v-of.), r’ <r.
Тогда существует решение (2) й^5ва ( (6 — (т,*)-,|]/||).
Их теоремы 8 может быть выведена н теорема о корректности, анало¬

гичная теореме 7Т если выполнено (6) ,

8. Приведем некоторые примеры. Боли (2) соответствует разностным
аналогам сильно эллиптических систем ( 5, 1") , то для них удобно выбрать
операторы В в теоремах 3— 5. равными В ил ( а, )|’ ) . Поэтому, например, для
разностного аналога системы Кармана из (а ) устанавливается коррект¬

ность и сходимость с погрешность» ||и — а||в=0(|А|), а при уточнении
краевых условий (в случае прямоугольника ) и ,'|ц — й|1в= б> (|/г|г ) .

Для иллюстрации теорем 6— 8 положим хs (х 1 т . , . , хп) ,
Q = {х: О х,^ 1„ I -т: s с;n}, h,^ г,(Лг.ф- 1)-*,

Йл 5= { j, = , i„h„) : 1 i,^ Л’„ 1 < s < л},
В — г.ц. Л-мерпых вектор-функций и, определенных в узлах х , и равных
пулю 1фИ XiP£ Q, Ui= (и,,ь..., Илг , (),

н
и )й э (к , v )^h x h t . . . h n 2 2 «r.i ^ r. ir

У JEjSO

и используем обозначения д„д„Г_
а, Т ,из (*). Пусть

П П

*- 2 4-{(Та“ )^diU + <Т*Л) dMi- =- 2
•,*-=1 #=1

N N
P (u) = {g Â n ) е я ( х , ц )У , 2 («‘Ъ'. ЕЧ.Х* 216'&*>Ъ ( 7)

*t f=1

где а“ ‘ - квадратные матрицы порядка N , а” ~ (а*1)',|* — JV-мерные век¬

торы, (я4, '6', £’) и |!Е'Ц. а ( 7) понимаются в смысле jV-мерного эвклидова
пространства , fj- вектор, образованный из всевозможных разностей от
н.г ( 1 -т.У I cyz N ) до второго порядка включительно.

Т е о р е м а 9. Пусть матрицы а,,( х ) таковы, что элементы матрии
да,., j дх , непрерывны в < >, а при вФ 1 непрерывны элементы всех матрии
даА I дхл ( I ^ к ^ п ) .

Тогда можно указать h„ > 0 и о* 1> Г), о , Уу- 0, не зависящие от h с
h,^ Aoi 1^ ^ я, что

( £ащЁи ) > OfllliJni;1 — odi$u|| JIBJIB *, (8)
если а, г при не зависят от х„ то о, .== О, о„= о; из (7) при
а,, — шах. (О, а, )у - > 6 2> 0 следует ( Lau,Ви ) л Л||Йн|Г;,

* При 79<A?? н условии (7 ) знака л? иа можно докалить в ('равенство, иолу-
чаемое на (К ) заменой ^ на С и — <Ti па Р( .
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Условия на функции g,( x, fj ) и их производные по компонентам fj,.
обеспечивающие выполнение (5) , ( G ) , могут быть получены подобно соот¬

ветствующим условиям из ( V ), на основе неравенства Гёльдера и раз¬

ностных теорем вложения ( г ). Например, при п — 2, N= 1 н княестпе к
могут быть взяты Lu - — Ли -f гт!Ь+1 ( к= 0, 1, 2), Lu= - Ли + е" — 1.

П

Те о рема 10, Пусть L ~ L0 4- 2 4- с, где матрицы Ява,j. г
В— 1

кусочно-непрерывны и ноль не является точкой спектра оператора
П П

L= — 2 tis. D,Dt 4 2 4 с как отображении U i (Q) e£2({2) ((.ii (1)),
*, в=1

Тогда существуют ha > LI и Ay, не зависящие от h, что

^ A'l|Ай !! , U e <2, h, ha, 1 ^ s ft.
Результаты, подобные теоремам 3— 5 н (*), (“ ), получены и для более

сложных краевых задач , я которых , например, при i , — 0, 1 <5 £* ^ Ау,к Уз; 2 для /,» и й заданы краевые условия
»

2 = А (и){1 дущ = out,
1 -̂1

где вектор-функция к (н ) непрерывно дифференцируема но и, А (0) = 0
и матрица Якоби дк / да такова, что (вк ( ди, и) , как функция х г, , .., irt
вкладывается в 1д при u WV (S3),

(дк / ди , и}„ ^ Л|иЦЛ о > 0 при t > 0 и а= 0 при дк / ди — 0.
При дополнительных условиях на а,.. можно получить и аналоги теорем

6-9.
З ам е ч а н и я. 1) Сетка по каждому х, может быть неравномерной.

2) Вместо разностных аппроксимация аналогично рассматриваются и про¬

екционно-разностные, например, типа (V , и др. 3) Теоремы 3— 9
допускают модификации на случай общих г.п. /У 4) Теоремы 1— 10 при
Q — Н полезны и ттрп анализе сходимости рй к г/, |'Де и обобщенное ре¬

шение дифференциальной краевой задачи, о) Из теорем 9 и 10 следует
справедливость результата {’ ) в случае N > 1.
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