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1. В настоящей работе изучается разностный аналог краевой задачи

Lt (u.) = — vAut + Р ( ut ) — — grad (divн() = jt на Q, (1)

в,= 0 aa Г
в ограниченной области Й с границей Г, где х= ( xuxt, x t ) , и,ь= (в„, в,*,
нга ) , е — малый параметр,

Эта задача получается из стационарной задачи Павье — Стокса (3) :

(2)и — 0 на Г
заменой уравнении div и= О на div », = — яр, и добавлением члена
V» (div us) u, в £(н) (см. ( “ }) и может рассматриваться как некоторая ее
аппроксимация.

Дли любой правой части fc ( x ) <=Ьг ( /„ & /) получены теоремы сущнст-
вованпя хотя бы одного решения задачи (1) и ее разностного аналога; тео¬

ремы сходимости разностного метода и теорема сходимости решений зада ¬

чи (1) к решению задачи (2) при е-*- 0, При некоторых ограничениях на
область и функцию f* { z) доказываются теоремы единственности и уста¬

навливается сходимость итерационного процесса, рассмотренногов (г ) ,как
для решения разностного аналога исходной системы, так н для решении
нелинейной системы, связывающей коэффициенты в методе Галвркина.
При этом уменьшение погрешности печального приближения н г *1 рая до¬

стигается с затратой 0( [1п е|А-т'> ) арифметических действий в области
общего вида и 0 { [ In е||ш h|А-3 ) в параллелепипеде. Такая лш затрата
арифметических действий требуется и для нахождения коэффициентов в
методе Галеркина, если систему координатных функций выбрать специаль¬

ным образом (*).
2, Рассмотрим пространство И’» вектор-функций Uf = ( но, wt, iPa ) ,

норма в котором определяется следующим образом:

О п р е д е л е н и е 1 , Функция ие е И’3 называется о б о б щ е н н ы м
р е ш е н и е м з а д а ч и ( 1) , если для любой функции vе TV'*** справед ¬

ливо интегральное тождество

+ '^- (divu,. div v ) — (/ е , v ). (3)

5* 559



Следуя работе ( 5).можно доказать, что имеет место
Теорема 1. Пусть /,{х) «= Lt, тогда задача (1) разрешима и для лю¬

бого ее решения имеет место априорная оценка

- j II“* 4- 4"Idivut f< АЦ /,ft
где константа К не saeucur or s.

Лемма 1. Для любых функций а,«еЙу имеет место неравенство
•( (Я(!0 — P (v ), и — vH<ei <u)|H — Й, (и) ~ K,Mw}

с Ки зависящей лишь or Q.
Теорема 2. Пусть &,(&)=v — 0. тогда решение задачи (1)

единственно, а последовательность приближенных решений по Галеркину
jii/} сходится к и, в метрике пространстваИУ.
Теорема 3. Пусть ft ( x ) е= Lz, е-* 0, тогда диш / дх„5 = 1, 2, 3, слабо,

а сильно в Ьг сходятся к решению г* задачи (2). Если ГеС2, то grad р,
слабо в Ьг сходится к gradр. Если же ба (и)> 0, то и. сходится кие мет¬

рикеиу,
3. В пространстве R1 построим сетку 5В с шагом h по каждому пз на¬

правлении я, (s=1,2,3). Введем обозначения: £2,,ша Sh П £3, £3*= {х: х,
х 4 heJt х — he,е £X,J, s=1, 2,3,ÿ0*а \Q*.Пусть гильбертовы пространства Н и Н-уп состоят на сеточных век-
тор-фупкций wh is (wj,wj, wj), заданных на йл пш *= Овне со следую-

з
щими скалярными произведениями: (uh, оЛ) = Аэ 2S 41; (uh, =

з з
= S S деох ), где = — Дч -= — 2 дв £?(, д,ufh (х ) 4- [wh (x 4

Я — j_ i~=i g

4 hef ) — Ц7Л (x)], dtwh (x) is~ [ wh (x) — wh ( x — ft?a)]. В дальнейшем по¬

надобятся также операторы
s= V* [ds 4 ds ] , div^^n дрщ 4 dtu' z 4 d3u£

dlvhu?ft = 4 д?Щ 4 Ph (ш?)ш '/, (wh,d,wh 4 d, ( whr wh)).
=1

8 red',divAH.'1= (Л1П Аг, As ), Ar 55 VA 4 <divftu?ft).
Исходную задачу аппроксимируем разностной задачей:

I? (и?)-- тДЛ и! 4 Р11 (и?) --f gradh (dhV) = /* на Qh, u?=0 вне

(4)
Теорема 4. Существует по крайней мере одно решение задачи (4),

Для любого ее решения имеет место априорная оценка

\I §ь 44̂ (I H.h14IdivVt 12) ^ А',||At
с константой К ., не зависящей ни от е,ки or А.

Лемма 2. | (Р^и1' )- Р>*), и*- |^ АГ,||^||ил- в*||*Йдлялюбых функций к\ o'е Я? с кокегяктоы A's, нс зависящей от А.
Лемм а 3. Для любых функций и1' , о*1е/^0 имеют место соотношения

{Р* («*) — Рг ( Vh), — к")>б0 {JUA j) 1Uft - уЛ (5)

!(fiV4K)-^H)l^<6i(J^ll. - vhi) и r*'1- (6)
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где 60 fluh|p =\ — ЛГ3||цл|нл,:б1 (Juhfl,\uh — fhfl) = jv -f Kx +||iih|kf, +
+ Ц «л — t-'h||^h

) , я K3 u Ki не зависят от h ив.
Т е о р е м а 5, Если в оценке (5) 6»(ЦиЧ1 )> 0, го решение задачи (4)

единственно.
Лемм а 4, Для любых функций uh, zhе H -ph справедливы неравенства

*МК1> < (^\ ^K^ dKDi^Ub-
с (Г„= V — (TL = v + + as = Я^ Ци*^ и кон¬

стантами К , не зависящими от h и е, где
Q'5^ V. (i£i + <£?«)*). д£= V. - (O') .

L.J1 — производная Фреше от оператора £Д
Построим функции uth ее полилинейное восполнение и,’' (см. ( я ) ).

Тогда справедлива
Т е о р е м а 6, Из множества {лД} лодсно выбрать подпоследователь¬

ность такую, что сама она сильно, а первые производные слабо в Ь 3 сходят¬

ся к региен-ию задачи (1).
Т е о р е м а 7. Если область — параллелепипед, погрешность аппрокси¬

мации граничных условий равна 0 и в оценке (5) б*{||иА||)!> О, то
( — ЛУ1, У)Й = 0(/г) , где еЛ — (и,) ,, — нД (м„) А — значение решения за¬
дачи (1) в соответствующей точке.

Если же область общего типа, в оценке ( 5 ) до > 0 и погрешность ап¬
проксимации граничных условий есть 0( h ) , то (ЯУ, е1' ) = 0 ( h ).

4. Для решения операторного уравнения £* (»«*) — f / (в /Д учитыва ¬
ется //‘ и иф= 0 на ГА ) рассмотрим итерационный процесс вида

Bnw = Bnw' - у (1Д (itf») -7") . Вп= в= Bh (Е-Тм )-' ( 7)

(см. (*) ).
Т е о р е м а 8. Пусть справедливо утверждение леммы 3 с 6а :> 0 или

леммы 4 с о» > О,
Тогда можно найти такие итерационные параметры у, и у*, что спра¬

ведливы неравенства Ив.* — w*+4la* ^ Р "!|в.* — кД|в* для любого w" с
р( < 1, i= l, 2, соответственно. Для уменьшения исходной погрешности
в е-1 раз требуется 0( |1п в\ Ь~’1} ) или б? (|1пе | - ] la &|fe“!) арифметических
действий в области общего вида и паралле-гепипеде соответственно
(см. (V)).

5. Рассмотрим пространство ИУ комплексозначных вектор-функции
w = ( wj, и?., иу) и исходя из некоторого натурального числа k (1 п ^^ к ) и системы линейно независимых функций ф„(я) СЕ ТР 1 применим ме¬

тод Галеркина для решения системы (1) . Решение ut ищется в виде
hr

ыД = 2ai^t (я) < Для определения а требуется решить нелинейную
i=i

систему
( Et (ut ^) i ФД*)) — (Z*1 Ti (^О) i i = 1, 2,

которую в сокращенном виде запишем как ЪД а ) = Ь , а= (я1т as, ...,щ ) ,
£ = (6tl 6!т ... , 6*). Так как оператор L. имеет производную Фреше Е / ,
симметрическая п кососимметрическая части которой обозначены через
Q и R соответственно, л для этих операторов справедливы утверждения,
аналогичные утверждениям леммы 4, то отсюда следует
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Теорема 9. Можно указать две константы а и |3 а = a(v, Q, /,) ,
Р = p(v, е, Q, /Е ) такие, что

Q > аВ , - к £И£< рЛ ( Я--Л ),

где У, В, В получены тем же способом, что и Lt (ext. (т ) }.
Сходимость итерационного процесса (7) для нахождения а , следует пз

теоремы 8.
Если систему координатных функций выбрать специальным образом

(см. (*) ) , то число арифметических действий, требуемое для уменьшения
начального приближения ||а — й°|| в к-' раз, есть 0 (|ln е|А"7/>) или
0(|In е||lii А|

_s ) в области общего вида и параллелепипеде соответст¬

венно.
З а м е ч а н и е. Был рассмотрен случаи красных условий типа Дирих¬

ле. Если же взять периодическую функцию /, (.г) в области 0 sj ^ 1,— оо ^ Tj ^ w п условие периодичности для решения, то все утвержде¬

ния сохраняются.
Настоящая работа проделана при постоянной помощи Е. Г. Дьяконова,

' которому я выражаю искреннюю благодарность.
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