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В ЗАДАЧЕ КРУЧЕНИЯ НЕОДНОРОДНОГО АНИЗОТРОПНОГО
УПРУГО-ВЯЗКОГО СТЕРЖНЯ

( Представлено академиком Ю . //. Работаовым 30 XI 1970 )

Покаэг.1кается, что преобразование с. независящим от координат коэф¬

фициентом изменения площади «переводит» задачу кручения одного упру¬

го-вязкого неоднородного анизотропного стержня в задачу кручения
другого упруго вязкого стержня, тоже п общем случае неоднородного и
анизотропного. При зтом параметры «новой» задачи, которые перед реше¬

нием должны быть известны , — контур, характеристики материала, угол
закручивания выражаются через задаваемые велпчппм исходной задачи
и наоборот , что позволяет использовать рассматриваемые преобразования
для моделирования. В частных случаях неоднородности и анизотропии
задача может быть сведена к однородному изотропному стержню.

Рассмотрим случай чисто упругого материала. Пусть имеется задача
о кручении неоднородного анизотропного цилиндрического стержня с про ¬

извольным поперечным сечением (для простоты полагаем, что оно одно¬

связно) . Пусть ,т!, х* — произвольные криволинейные координаты в попе¬

речном сечении, ось х ‘ параллельна образующей цилиндрической новерх
мости стержня. В каждой точке материал имеет плоскость упругой симмет ¬

рии, перпендикулярную х\ Матрица тензора упругости Ац ( i . j = i, 2) ,
входящая в закон Гука ,

Ва= Ми<7я, ( 1 )
является произвольной функцией точки поперечного сечения и не меняет
сн по длине стержня. Задачу рассматриваем н представлении с помощью
функции напряжений д . На контуре д = 0.

Заметим, что поскольку в задаче кручения участвуют не все отличные
от нуля компоненты тензора упругости, то ясно, что задапттоо поле Ац
охватывает множество различных материалов, отличающихся не участвую¬

щими в задаче компонентами (это отмечается, например, в ( 1 ) ) , Такие
материалы моделируют друг друга, причем без всякого геометрического
преобразования. Рассмотрим моделирование, при котором меняется
лишь Ait.

Для удобства введем тензор В, матрица которого связана с матрицей
тензора А в прямолинейной ортонормироваиной системе координат зави¬

симостью
B“ = AU , B' l = Bu = -Alt = ~Aiu Bu= All . (2)

Уравнение задачи кручения , записанное я пзвсстпон коварнантной
относительно произвольного преобразования координат форме,

— я = cons I - (3 )
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(здесь g — dct[?o|, а — заданный угол закручивания) , очевидно, сохраня¬

ет свой кпд при произвольном преобразовании координат
г' = х'(х), (4)

Ф (ж ) = ф (лг), (5)
BSi { x ) = Bkl ( x) (дх‘ ( &с*) (<?*' / fo‘), (6)

о. — а, (7)

=* <*) / (4§г5)Т* (8)

Здесь п в дальнейшем черточкой сверху обозначены новые величины и
f ( x ) ят f ( x\ х* ) .По из уравнения видно, что каждому преобразованию, для
которого

ЫтЮ = 0, (9)

можно придать и второй физический смысл — смысл перехода в старой
координатной системе к новому телу, к новой задаче кручения. Таким
образом, каждое преобразование с не зависящим от координат коэффици¬

ентом изменении площади «переводит» задачу кручения одного стержня
в задачу кручения другого стержня. Если исходная система координат
выбрана так, что g — const, то (9) эквивалентно уравнению

решспие которого в параметрической форме известно (Гаусс, Граве, Шеф¬

фере. Картон).
Таким образом, если нам задан конкретный анизотропный стержень,

для которого неудобно определить функцию ср, мы имеем право согласно
(9) и (10) выбрать другой стержень, контур поперечного сечения кото¬

рого получается пз коптура исходного стержня под действием преоб¬

разования с постоянным коэффициентом изменения площади, провести па
нем исследование, а затем результаты пересчитать обратно на исходный
стержень. Крутящий момент согласно (5) преобразуется как площадь.
Анизотропия модели должна быть связана с анизотропией натуры зави¬
симостью (б). Л ряде случаев модель оказывается проще натуры,

В преобразования (4) — (7) можно ввести коэффициенты обычного ли¬
нейного подобия. Это расширяет возможности моделирования.
З ам е ч а н и е. Уравнения, а также начальные и граничные условия

физической задачи, будучи записаны в форме, коварпантной относительно
заданной группы преобразований координат, сохраняют, разумеется, спой
вид при всех преобразованиях группы. Поэтому преобразованиям этой
группы, не нарушающим некоторых ограничений физического характера,
можно было бы придавать второй смысл — смысл перехода к новым физи¬

ческим задачам этого же класса, но в старой координатной системе.
Однако прп преобразованиях координат, за исключением группы дви¬

жений, gn( x ) переходит в gu( x ) , а не в £ц (х ), как это нужно для пере¬

хода к новой задаче в старой координатной системе. Отсюда ясно, что изне
нарушающих ограничения «годятся» только те преобразования, для кото¬
рых существует дополнительное преобразование (без преобразования
независимых переменных ) , после которого вид уравнений сохранится и в
них будет фигурировать уже g< > ( x ) . Кроме того, чтобы преобразование
можно было использовать для моделирования, задаваемые перед реше¬

нием величины модели п прототипа должны с его помощью выражаться
одни через другие.

Заметим также, что если отказаться от требования принадлежности
задач к одному физическому классу, то любое преобразование можно, по-
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обще говоря, 8AB>;:>20B5. как переход к некоторой новой физической зада¬
че (об этом см . также (s ) ).

Поставим вопрос, пригодны ли два заданных неоднородных анизотроп¬
ных материала для взаимного моделирования с помощью предлагаемого
преобразования. Введем в материалах
общую нлп дпо одинаковые с точностью до
смещения и поворота системы координат
и экспериментально определим характери ¬

стики материалов В'‘ { х ) я 5|;(д ) .
Для моделируемости, во-первых, необ¬

ходимо, чтобы уравнение (б) имело реше¬

ние и, во-вторых , чтобы это решение удов¬
летворило условию (9) или (10) , Суще¬

ствование решения (6) с геометрической
точки зрения онаивалентно одинаковости
двумерных римановых пространств, для
которых В1 > ( х ) и B' J ( x ) являются матри ¬
цами (в какнх-то координатных системах)
метрических тензоров. Решение этого воп¬

роса известно. В частности, неоднородные
анизотропные стержни моделируются е по¬

мощью нашего преобразования однородны¬
ми изотропными, если тензорные поля
В" ( х ) таковы, что, во-первых, уравнение

В%х ) ( дхк / дх‘) (д.г / дх1) =

А

I
хUt'J

хЧхг)

/
хЧк *)

— ( х )В (И )
хг(хг)

хЧ2*)

имеет решение, т , е , гауссова К1)пвпзна рав ¬

на нулю, и, во-вторых, это решение удов¬
летворяет (У ) или (10) . Б уравнении (11)
g;i { x ) — матрица метрического тензора
эвклидова пространства во введенной си
стеме координат, В — произвольная кон- -
станта, размерность которой равна размер- ~
ностн Ь‘К
Совершенно очевидно, что «со сказан¬

ное справедливо и для подобия между
стержнями из линейно упруго-вязких не¬

однородных анизотропных материалов со¬

ответствующей симметрии:
с

*«•(0 = 5^(1 . (12)
о

Приведем примеры моделирования неоднородных анизотропных стерж¬

ней однородными изотропными, В примерах ж1, Xs — прямолинейная орто-
нормированная и 9, г — полярная системы координат.

П р и м е р 1. Задача кручения неоднородного прямолинейного орто
тронного стержня (рис. \, А) квадратного поперечного сечения ( — 'А C?

ж1 C! !/2B 1 ^ .г2 2) с характеристиками материала

\ ,

х:

Рве. 1

В11 1
2з* В. Z?13 — 0, Я* = 2ДО (13)

преобразованием

х* =|}'2д:г|cos х\ х - = |V2x‘|sin ж1, (14)
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продолженным в соответствии с (о ) — (7 ) , «переводится » в задачу круче¬

ния изотропного однородного стержня
Б 1)= 6i!B (15)

с поперечным сечением (рис. 1, Л ) в виде сектора кольца ( — 'U б \/ г,
?'2 г< 2).

П р и м е р 2. Пусть имеется неоднородный криволинейно ортотропиый
стержень с поперечным сечением (рис. 1, В ) в виде сектора кольца ( — 1-4^ 0 1. I «Й г -Й 2 ). Главные направления ортотропии совпадают с ли¬

ниями 0 — const., г= const. Пусть в локальной нормированной системе ко
ординат

B" = ( i / r* )B, Я'в =О, Ва* = т*В. (10)
Используем преобразование, обратное ( 14) :

,г‘= arctg (г1/ г1 ) , S1 = '/*[{**)* + (**)*], ( J 7)
с условием , что О С .г 1 < лт если хг О 0; л < х' < 0, если х' <С 0;
х * = О, если х!— 0, х' > 0. (Это преобразование с другой целью примени*

лось 11, X, Арутюняном (“ ) , )
Подстановкой можно убедятся, что преобразование ( 17) «переводит»

задачу кручения данного стержня в задачу для однородною изотропною
стержня с поперечным сечением (рис. 1, Б ) в виде прямоугольника
(|*'|^ 1. 7i < .г1^ 2).
П р и м е р 3, Задача кручения неоднородного криволинейного орто-

тронного стержни (рис. 1, В ) с квадратным поперечным сечением (2 ^< 4,|*»|^ 1 ) и
В' 1= ( х' ) гВ, В' г ^ -х'з*В, Ва= [\/ ( х' ) г + (л:*)!]Я (18)

преобразованием х 1 — In х1, х 2= х' х1 «переводится» в задачу кручения
однородного изотропного стержня с поперечным сечением (рис. 1, 5) п
виде трапеции с криволинейными боковыми сторонами (х! = ]ц 2, .г 1 —— In 4, .Г* -- 0ГСЗСР .г ' ) .
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